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И 生活 知识 提 点 

我 们 在 日 常生 活 和 生产 实践 中 ， 常 常 磁 到 各 种 各 样 的 问题 ， 如 水 稻 秆 和 麦 秆 为 什么 是 
空心 的 ， 航 天 飞机 为 什么 能 飞 上 太空 ， 导 弹 能 发 射 多 远 ， 潜 艇 为 什么 能 在 水 下 航行 ， 风 格 
各 异 的 高 楼 大 厦 为 什么 能 拔 地 而 起 等 ， 这 些 都 可 以 用 力学 知识 来 解释 。 











力学 是 研究 机 械 运动 规律 及 其 应 用 的 学 科 。 建 筑 力学 是 力学 中 最 基本 的 、 应 用 最 广泛 
的 部 分 ， 它 是 将 静 力 学 、 材 料 力学 、 结 构 力学 三 门 课程 的 主要 内 容 融 合 为 一 体 的 力学 。 

在 建筑 物 或 构筑 物 中 起 骨架 (承受 和 传递 荷载 ) 作 用 的 主要 物体 称 为 建筑 结构 。 组 成 建 
筑 结构 的 基本 部 件 称 为 构件 。 


变形 固体 


工程 上 所 用 的 构件 都 是 击 国体 材料 制 成 的 ， 如 钢 ` 铸铁 、 木 材 、 混 凝 土 等 ， 它 们 在 外 
力作 用 下 会 或 多 或 少 地 产生 变形 ， 有 些 变 形 可 直接 观察 到 ， 有 些 变形 可 以 通过 仪器 测 出 。 
在 外 力作 用 下 ， 会 产生 变形 的 固体 称 为 变形 固体 : 

变形 固体 在 外 力作 用 下 会 产生 两 种 不 同性 质 的 变形 ;一 种 是 外 力 消除 时 ， 变 形 随 着 消 
失 ， 这 种 变形 称 为 弹性 变形 ; 另 一 种 是 外 力 消除 后 不 能 消失 的 变形 ， 称 为 塑性 变形 。 一 般 
情况 下 ， 物 体 受 力 后 ， 既 有 弹性 变形 ， 又 有 塑性 变形 ， 称 为 弹性 塑性 变形 。 但 工程 中 常用 
的 材料 ， 当 外 力 不 超 过 一 定 范围 时 ， 塑 性 变形 很 小 ， 忽 略 不 计 ， 认 为 只 有 弹性 变形 ， 这 种 
只 有 弹性 变形 的 变形 固体 称 为 完全 弹性 体 。 只 引起 弹性 变形 的 外 力 范围 称 为 弹性 范围 。 本 
书 主要 讨论 材料 在 弹性 范围 内 的 受 力 及 变形 。 


变形 固体 的 假设 


变形 固体 多 种 多 样 ， 其 组 成 和 性 质 是 非常 复杂 的 。 对 于 用 变形 固体 材料 做 成 的 构件 进 
行 强度 、 刚 度 和 稳定 性 计算 时 ， 为 了 使 问题 得 到 简化 ， 常 略 去 一 些 次 要 的 性 质 ， 而 保留 其 
主要 的 性 质 ， 因 此 ， 对 变形 固体 材料 作出 下 列 的 几 个 基本 假设 。 

1. 均匀 连续 假设 


假设 变形 固体 在 其 整个 体积 内 用 同 种 介质 毫 无 空隙 地 充满 了 物体 。 
实际 上 ， 变 形 固体 是 由 很 多 微粒 或 晶体 组 成 的 ， 各 微粒 或 晶体 之 间 是 有 空隙 的 ， 且 各 
微粒 或 晶体 彼此 的 性 质 并 不 完全 相同 。 但 是 由 于 这 些 空隙 与 构件 的 尺寸 相 比 是 极 微小 的 










































































时 构件 包含 的 微粒 或 晶体 的 数目 极 多 ， 排 列 也 不 规则 ， 所 以 ， 物 体 的 力学 性 能 并 不 反映 
某 一 个 组 成 部 分 的 性 能 ， 而 是 反映 所 有 组 成 部 分 性 能 的 统计 平均 值 。 因 而 可 以 认为 固体 
的 结构 是 密实 的 ， 力 学 性 能 是 均匀 的 。 

有 了 这 个 假设 ， 物 体内 的 一 些 物理 量 ， 才 可 能 是 连续 的 。 在 进行 分 析 时 ， 可 以 从 物体 
任何 位 置 取出 一 小 部 分 来 研究 材料 的 性 质 ， 其 结果 可 代表 整个 物体 ， 也 可 将 那些 大 尺寸 
构件 的 试验 结果 应 用 于 物体 的 任何 微小 部 分 。 

2， 各 向 同性 假设 

假设 变形 固体 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 均 相同 。 

实际 上 ， 组 成 固体 的 各 个 晶体 在 不 同方 向 上 有 着 不 同 的 性 质 。 但 由 于 构件 所 包含 的 晶 
体 数量 极 多 ， 且 排列 也 完全 没有 规则 ， 变 形 固体 的 性 质 是 这 些 晶 粒 性 质 的 统计 平均 值 。 这 
样 ， 在 以 构件 为 对 象 的 研究 问题 中 ， 就 可 以 认为 是 各 向 同性 的 。 工程 使 用 的 大 多 数 材料 
如 钢材 、 玻 璃 、 钢 和 高 标号 的 混凝土 ， 可 以 认为 是 各 向 同性 的 材料 。 根 据 这 个 假设 当 获 得 
了 材料 在 任何 一 个 方向 的 力学 性 能 后 ， 就 可 将 其 结果 用 于 其 他 方向 。 
在 工程 实际 中 ， 也 存在 了 不 少 的 各 向 异性 材料 。 例 如 ， 轧 制 钢材 、 合 成 纤维 材料 、 木 
材 、 竹 材 等 ， 它 们 沿 各 方向 的 力学 性 能 是 不 同 的 ;很 明显 ， 当 木材 分 别 在 顺 纹 方向 、 横 纹 
方向 和 和 斜纹 方向 受到 外 力作 用 时 ， 它 所 表现 出 的 力学 性 质 都 是 各 不 相同 的 。 因 此 ， 对 于 由 
各 向 异性 材料 制 成 的 构件 ， 在 设计 时 必须 考虑 材料 在 各 个 不 同方 向 的 不 同 力学 性 质 。 
3， 小 变形 假设 


在 实际 工程 中 ， 构 件 在 荷载 作用 下 ， 其 变形 与 构件 的 原 尺 寸 相 比 通常 很 小 ， 可 以 忽略 
不 计 ， 这 一 类 变形 称 为 小 变形 。 所 以 在 研究 构件 的 平衡 和 运动 时 ， 可 按 变形 前 的 原始 尺寸 
和 形状 进行 计算 。 在 研究 和 计算 变形 时 ， 变 形 的 高 次 时 项 也 可 忽略 不 计 。 这 样 ， 使 计算 工 
作 大 为 简化 ， 而 又 不 影响 计算 结果 的 实用 精度 。 

杆 件 及 杆 系 结构 


根据 构件 的 几何 特征 ， 可 以 将 各 种 各 样 的 构件 归纳 为 如 下 四 类 。 

1. ж 

如 图 0.1(a) 所 示 ,， 杆 件 的 几何 特征 是 细 而 长 ， 即 />h，1>b。 杆 件 又 可 分 为 直 杆 和 曲 杆 。 

2， 板 和 这 

如 图 0.1(b) 所 示 ， 板 和 壳 的 几何 特征 是 宽 而 薄 ， 即 ах>г, bte 平面 形状 的 称 为 板 ， 
面 形状 称 为 壳 。 

3. ЖЖ 

如 图 0.1(c) 所 示 ， 块 体 的 几何 特征 是 三 个 方向 的 尺寸 都 是 同一 数量 级 。 

4. ЖЛ 


如 图 0.1(d) 所 示 的 槽 形 钢材 就 是 一 个 例子 。 它 的 几何 特征 是 长 度 、 宽 度 、 厚 度 三 个 尺 
二 都 相差 很 悬殊 ， 即 орж. 
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0.1 构件 


由 杆 件 组 成 的 结构 称 为 杆 系 结构 。 杆 系 结构 是 建筑 工程 中 应 用 最 广 的 一 种 结构 。 
弹性 变形 的 固体 ， 且 限于 小 变形 


本 书 所 研究 的 主要 对 象 是 均匀 连续 的 、 各 向 同性 的 * 


范围 的 杆 件 和 杆 件 组 成 的 杆 系 结构 。 


杆 系 结构 是 由 杆 件 组 成 的 一 种 结构 ， 
保持 结构 的 稳定 从 而 承受 各 种 作用 。 杆 系 











靠 性 、 适 用 性 、 耐 久 性 。 











必须 满足 一 定 的 组 成 规律 ， 才 能 


结构 的 形式 各 异 ， 


但 必须 具备 可 


首先 研究 结构 在 外 力作 用 下 的 平衡 规律 。 所 谓 平 衡 是 结构 相对 于 地 球 


【知识 链接 】 。 保持 静止 状态 或 匀速 直线 平移 。 其 次 研究 结构 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 。 所 











谓 强度 是 结构 抵抗 破坏 的 能 力 ， 即 结构 在 使 用 寿命 期 限 


















































谓 刚度 是 结构 抵抗 变形 的 能 力 ， 即 结构 在 使 用 寿命 期 限 
许 超过 某 一 额定 值 ， 所 谓 稳 定性 是 结构 保持 原 有 平衡 形态 
内 ， 在 荷载 作用 下 原 有 平衡 形态 不 允许 改变 。 









































内 ， 在 荷载 作用 下 不 允许 破坏 ;所 
， ү 产生 的 变形 不 多 
的 能 力 ， 即 结构 在 使 用 寿命 期 限 

结构 的 几 


建筑 力学 的 任务 是 通过 研究 结构 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 ， 材 料 的 力学 性 能 ， 








何 组 成 规则 ， 在 保证 结构 既 安全 可 靠 又 经 济 节约 的 前 提 下 ， 为 构件 选择 合适 的 材料 、 确 定 
合理 的 截面 形状 和 尺寸 提供 计算 理论 及 计算 方法 。 




















建筑 力学 分 析 方法 包括 理论 分 析 、 实 验 分 析 和 数值 分 析 三 个 方面 。 分 析 的 过 程 如 图 0.2 


所 示 。 
















实验 模型 


图 0.2 建筑 力学 的 分 析 方 法 






建 :的 一 门 分 支 课 程 ， 在 理论 分 析 中 应 用 了 力学 的 许多 基本 概念 及 基本 方 
法 。 在 学 习 时 要 注重 对 基本 概念 的 理解 ， 同 时 要 学 习 力 学 的 基本 研究 方法 ， 提 高 分 析 问 题 





和 解决 问题 的 能 力 。 

建筑 力学 是 土建 类 专业 的 一 门 技术 基础 课程 ”具有 承上启下 的 作用 ， 本 课程 的 学 习 为 
后 续 课 程 的 学 习 打 基础 ， 也 为 终身 继续 学 习 打 基础 。 在 学 习 掌握 知识 的 同时 ， 应 当 重 视力 
学 分 析 和 工程 实际 相 联 系 ， 重 视 分 析 能 力 计算 能 力 、 自 学 能 力 、 表 达能 力 、 创 新 能 力 的 
培养 。 











бл 结 


(1) 建筑 结构 是 在 建筑 物 或 构筑 物 中 起 骨架 (承受 和 传递 荷载 ) 作 用 的 主要 物体 。 

(2) 变形 固体 是 在 外 力作 用 下 ， 会 产生 变形 的 固体 。 

(3) 弹性 变形 是 外 力 消除 时 ， 变 形 随 着 消失 的 变形 。 

(4) 变形 国体 的 基本 假设 如 下 。 

O 均匀 连续 假设 。 假 设 变 形 固体 在 其 整个 体积 内 用 同 种 介质 毫 无 空 阶地 充满 了 物体 。 

© 各 向 同性 假设 。 假 设 变形 固体 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 均 相 同 。 

© 小 变形 假设 。 构件 在 荷载 作用 下 ， 其 变形 与 构件 的 原 尺寸 相 比 通常 很 小 ， 可 以 忽略 
不 计 ， 这 一 类 变形 称 为 小 变形 。 

(5) 杆 系 结构 是 由 杆 件 组 成 的 结构 。 

(6) 强度 是 结构 抗 破坏 的 能 力 ; 刚度 是 结构 抗 变形 的 能 力 ; 稳定 性 是 结构 保持 原 有 平 
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衡 形态 的 能 
(7) 建筑 力学 分 析 方法 包括 理论 分 析 、 实 验 分 析 和 数值 分 析 。 
(8) 建筑 力学 的 研究 对 象 是 均匀 连续 的 、 各 向 同性 的 、 弹性 变形 的 国体， 


mg | 日 眼 于 小 变形 范围 的 杆 件 和 杆 件 组 成 的 杆 系 结构 。 
(9) 建筑 力学 的 任务 是 杆 系 结构 必须 满足 一 定 的 组 成 规律 ， 才 能 保持 结 
E 构 的 稳定 从 而 承受 各 种 作用 - 杆 系 结构 的 形式 各 异 ， 但 必须 具备 可 靠 性 、 适 


【资料 阅读 】 用 性 、 耐 久 性 。 
Ca = ш» 


(1) 什么 是 建筑 力学 的 研究 对 象 ? 

(2) 什么 是 结构 或 构件 的 弹性 变形 ? 

(3) 建筑 力学 中 变形 固体 的 三 个 基本 假设 是 什么 ? 
(4) 建筑 力学 中 杆 件 的 几何 特征 是 什么 ? 

(5) 建筑 力学 的 任务 是 什么 ? 

(6) 什么 是 结构 的 平衡 ? 

(7) 结构 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 指 的 是 什么 ? 


бэ ağ 


(1) 讨论 机 械 运动 规律 及 其 应 用 的 学 科 称 为 
(2) 组 成 建筑 结构 的 基本 部 件 称 为 

(3) 在 外 力作 用 下 ， 会 产生 变形 的 固体 称 为 “ 
(4) 当 外 力 消除 后 ， 不 能 消失 的 变形 称 为 





(5) 假设 变形 固体 沿 各 个 方向 的 力学 性 能 均 相 同 ， 称 为 
二 、 单 选 题 
(1) 构件 保持 原来 平衡 状态 的 能 力 称 为 ( ). 
А. 刚度 В. 强度 С. 稳定 性 D. 极限 强度 
(2) 结构 抵抗 破坏 的 能 力 称 为 ( ). 
А. 刚度 В. 强度 С. 稳定 性 D. 极限 强度 
(3) 结构 抵抗 变形 的 能 力 称 为 ( J 
А. 刚度 B. 强度 C. 稳定 性 D. 极限 强度 
(4) 变形 固体 在 其 整个 体积 内 用 同 种 介质 毫 无 空 阶地 充满 了 物体 称 为 ( үй 
А. 均匀 连续 假设 B. 各 向 同性 假设 
С. 弹性 变形 假设 р. 小 变形 假设 


三 、 判 断 题 

(1) 在 四 类 建筑 构件 或 构筑 物 中 起 骨架 作用 的 主要 物体 称 为 建筑 结构 。 
(2) 在 外 力作 用 下 ， 会 产生 变形 的 国体 称 为 可 变 固体 。 

(3) 当 外 力 消 除 时 ， 变 形 随 着 消失 ， 这 种 变形 称 为 塑性 变形 。 

(4) 杆 件 的 几何 特征 是 细 而 长 ， 即 >л, Db. 

(5) 平衡 是 结构 相对 于 地 球 保持 静止 状态 或 匀速 直线 平移 。 





第 中 至 建筑 力学 基础 





熟悉 力 、 平 衡 的 概念 及 力 的 性 质 ， 了 解 力 在 直角 坐标 轴 上 的 投影 、 静 力学 公理 、 荷 载 
及 其 分 类 ;熟悉 工程 中 常见 的 几 种 约束 ， 掌 握 其 约束 反 力 的 画 法 ， 能 正确 画 出 单个 物体 及 
物体 系 的 受 力图 ， 了 解 结构 的 计算 简 图 、 杆 系 结构 的 分 类 、 杆 件 的 基本 变形 。 








所 占 比 重 










力 、 力 的 性 质 、 刚 体 、 力 系 s- 平 稀 平衡 的 概念 
静 力学 公理 及 推论 能 正确 运用 静 力 学 公理 
约束 、 约 东 反 办 ,常见 的 几 种 约束 及 约束 
反 力 







能 正确 画 出 常见 的 几 种 约束 及 约束 反 力 







能 正确 画 出 单个 物体 及 物体 系 的 受 力图 
(1) 掌握 荷载 的 分 类 













荷载 的 分 类 、 梁 、 拱 、 刚 架 、 术 架 、 组 合 






10% 















结构 (2) 掌握 平面 杆 系 结构 的 分 类 
轴 向 拉 伸 与 压缩 、 剪 切 、 扭 转 、 弯 曲 会 区 分 杆 件 的 基本 变形 





力 的 投影 定理 、 静 力学 公理 、 工 程 中 常见 的 几 种 约束 及 约束 反 力 的 画 法 、 单 个 物体 及 











物体 系 的 受 力图 。 
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“Ма, 生活 知识 提 点 
我 们 生活 中 有 许 许多 多 与 力学 相关 的 例子 ， 如 静止 在 书桌 上 的 书本 、 行 走 的 人 、 奔 驰 
的 火车 ,这些 静止 的 、 运 动 着 的 事物 ， 究竟 是 按照 什么 样 的 规律 在 起 作用 ， 值 得 我 们 思考 。 
为 什么 人 用 力 推 小 车 ， 小 车 会 走 ? 为 什么 用 鸡蛋 敲 碗 边 ， 鸡 蛋 会 破 ? 这 些 都 是 因为 有 
力 在 起 作用 。 


С вий 


力 在 生活 中 无 处 不 在 。 力 是 物体 间 的 相互 机 械 作用 ， 这 种 作用 使 物体 的 运动 状态 或 形 
状 发 生变 化 。 在 建筑 工程 中 ， 建 筑 结 构 所 受到 的 力 包括 荷载 和 支 座 反 力 。 本 章 将 介绍 结构 
的 常见 约束 类 型 及 约束 反 力 ， 和 荷载 的 分 类 等 知识 。 


力 的 定义 


力 是 物体 间 的 相互 机 械 作用 ， 这 种 作用 使 物体 的 运动 状态 或 形状 发 生变 化 。 

力 的 概念 是 人 们 从 长 期 的 生产 劳动 实践 中 抽象 总 结 出 来 的 。 人 们 对 于 力 的 认识 ， 最 初 
是 由 于 推 、 拉 立 举 时 肌肉 紧张 的 感觉 而 对 力 产生 的 感性 认识 。 随 着 生产 的 发 展 ， 人 们 又 逐 
HARE: 物体 运动 状态 和 形状 的 改变 ， 都 是 由 于 其 他 物体 对 该 物体 施加 力 的 结果 。 这 些 
力 大 致 分 为 两 类 : 一 类 是 通过 物体 间 的 直接 接触 产生 的 ， 如 机 车 牵引 车 厢 的 拉力 、 物 体 之 
间 的 压力 、 摩 擦 力 等 ， 另 一 类 是 通过 “ 场 ” 对 物体 的 作用 ， 如 地 球 引 力 场 作用 下 物体 产生 
的 重力 、 电 场 对 电荷 产生 的 引力 和 斥 力 等 。 


[ЕЕ] уаз 


力 对 物体 作用 的 结果 称 为 力 的 效应 。 力 的 效应 有 两 种 : 一 是 使 物体 的 运动 状态 发 生 
改变 ， 称 为 力 的 运动 效应 或 外 效应 ; 二 是 使 物体 的 形状 发 生 改变 ， 称 为 力 的 变形 效应 或 
内 效应 。 

就 力 对 物体 的 外 效应 来 说 ， 又 可 以 分 为 移动 效应 和 转动 效应 两 种 。 例 如 ， 人 沿 直线 轨 
道 推 小 车 使 小 车 产生 移动 ， 这 是 力 的 移动 效应 ， 人 作用 于 扳手 上 的 力 使 扳手 转动 ， 这 是 力 
的 转动 效应 。 而 在 一 般 情 况 下 ， 一 个 力 对 物体 作用 时 ， 既 有 移动 效应 ， 又 有 转动 效应 。 例 
如 ， 在 足球 比赛 中 ， 如 果 运 动员 要 踢 出 弧 线 球 ， 在 击 球 时 必须 使 球 向 前 运动 的 同时 还 需 使 
球 绕 球 心 转动 。 
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前 建筑 力学 (第 三 版 ) 


IE hm 


实践 证 明 ， 力 对 物体 的 作用 效应 取决 于 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 点 ， 即 力 的 三 要 素 。 

在 国际 单位 制 (SD 中 ， 力 的 单位 是 牛 [ 顿 ](N)， 工 程 实际 中 常 采 用 千 牛 [ 顿 ](kN)。 

力 的 方向 包含 方位 和 指向 。 例 如 ， 重 力 “ 铅 垂 向 下 ”%“ 铅 垂 ”是 指 力 的 方位 ,“ 向 下 ” 
是 指 力 的 指向 。 


BE 


力 的 作用 点 是 力作 用 在 物体 上 的 位 置 。 实 际 物体 在 相互 作用 时 ， 力 总 是 分 布 在 一 定 的 
面积 或 体积 范围 内 ， 是 分 布 力 。 例 如 ， 作 用 在 墙 上 的 风 压 力 或 压 为 容器 上 所 受到 的 气体 压 
力 ， 都 是 分 布 力 。 当 分 布 力作 用 的 面积 很 小 时 ， 为 了 分 析 计算 方便 起 见 ， 可 以 将 分 布 力 理 
想 化 为 作用 于 一 点 的 合力 ， 称 为 集中 力 ， 如 物体 的 重 为 *。，_ 

力 具 有 大 小 和 方向 ， 表 明 力 是 矢量 。 对 于 集中 力 ， 可 以 用 黑体 字母 表示， 而 用 普通 
字母 F 表示 该 矢量 的 大 小 。 可 以 用 一 条 带 箭 头 的 站 线段 将 力 的 三 要 素 表示 出 来 ， 如 图 1.1 
‚ 所 示 。 线 段 的 长 度 按 一 定 的 比例 尺 表示 力 的 大 小 ， 线 段 的 方位 和 入 
头 的 指向 表示 为 的 方向 ; 线段 的 起 点 (或 终点 ) 表 示 力 的 作用 点 ; 通过 
力 的 作用 点 沿 为 的 方向 画 出 的 直线 忆 称 为 力 的 作用 线 。 

为 了 便于 后 面 研究 问题 ， 现 给 出 以 下 定义 。 



























































5004 SZ O 作用 在 物体 上 的 一 组 力 称 为 力 系 。 
т 0) 如 果 物 体 在 某 一 为 系 作用 下 保持 平衡 状态 , 则 该 力 系 称 为 平 
图 1.1 力 的 表示 图 G 人 A 衡 力 系 。 KZ > 


O) 如 果 丙 个 力 系 对 物体 的 运动 效应 完全 相同 ， 则 这 两 个 力 系 称 为 等 效力 系 。 
(4) 如 果 一 个 力 与 一 个 力 系 等 效 ， 则 该 力 称 为 此 力 系 的 合力 ， 而 力 系 中 的 各 力 称 为 合 
力 的 分 力 。 


ШЕ шз 


由 于 结构 或 构件 在 正常 使 用 情况 下 产生 的 变形 极为 微小 , 所 以 ,在 分 析 力 的 外 效应 时 ， 
可 以 不 考虑 物体 的 变形 。 这 时 ， 把 实际 的 变形 物体 抽象 为 受 力 而 不 变形 的 理想 物体 一 一 刚 
体 ， 使 所 研究 的 问题 得 以 简化 。 在 任何 外 力 的 作用 下 ， 大 小 和 形状 始终 保持 不 变 的 物体 称 
为 刚体 。 

显然 ， 现 实 中 刚体 是 不 存在 的 。 任 何 物体 在 力 的 作用 下 ， 总 是 会 或 多 或 少 地 发 生 一 些 
变形 。 在 静 力 学 中 ， 主 要 研究 的 是 物体 的 平衡 问题 ， 为 研究 问题 的 方便 ， 则 将 所 有 的 物体 
均 看 成 是 刚体 。 而 在 材料 力学 中 ， 主 要 是 研究 物体 在 力作 用 下 的 变形 和 破坏 ， 所 以 必须 将 
物体 看 成 变形 体 。 
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二 力 平衡 公理 


作用 在 刚体 上 的 两 个 力 ， 使 物体 保持 平衡 的 充 要 条 件 是 : 这 两 个 力 大 小 相等 、 方 向 相 
反 且 共 线 。 

上 述 的 二 力 平衡 公理 对 于 刚体 是 充 要 的 ， 而 对 于 变形 体 则 只 是 必要 的 ， 而 不 是 充分 的 。 
如 图 1.2 所 示 的 绳索 的 两 端 若 受到 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 的 拉力 作用 可 以 平衡 ， 但 若是 
压力 则 不 能 平衡 。 

二 力 平衡 公理 表明 了 作用 于 物体 上 的 最 简单 的 力 系 平衡 条 件 ， 它 为 以 后 研究 一 般 力 系 
的 平衡 条 件 提供 了 基础 。 

受 两 个 力作 用 处 于 平衡 的 杆 件 称 为 二 力 杆 件 (简称 二 力 杆 )。 如 图 1.3(a) 所 示 ， 简 单 吊车 
中 的 拉杆 BC， 如 果 不 考虑 它 的 质量 , ` 杆 就 只 在 В 和 C 处 分 别 受 到 力 Fs 和 Fc 的 作用 ， 因 
FF BC 处 于 平衡 ， 根 据 二 力 平衡 条 件 ， 力 Fs 和 Fc 必须 等 值 、 反 向 、 共 线 ， 即 力 Fg 和 Ес 
的 作用 线 都 一 定 沿 着 B、C 两 点 的 连 线 ， 如 图 1.3(b) 所 示 ， 所 以 杆 BC 是 二 力 杆 件 。 实 际 结 
构 中 ， 只 要 构件 的 两 端 是 贸 链 连接 ， 中 间 无 其 他 外 力作 用 ， 则 这 一 构件 必 为 二 力 构 件 。 
































图 1.2 二 力 平衡 图 图 1.3 二 力 杆 件 图 


加 减 平衡 力 系 公理 


二 力 平衡 公理 表明 了 作用 于 物体 上 的 最 简单 的 力 系 平衡 条 件 ， 它 为 以 后 研究 一 般 力 系 
的 平衡 条 件 提供 了 基础 。 

在 作用 于 刚体 上 的 任意 力 系 中 ， 加 上 或 减 去 任 一 平衡 力 系 ， 不 会 改变 原 力 系 对 刚体 的 
作用 效应 。 也 就 是 说 ， 相 差 一 个 平衡 力 系 的 两 个 力 系 作用 效果 相同 ， 可 以 互 换 。 
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这 个 公理 的 正确 性 是 显而易见 的 : 因为 平衡 力 系 不 会 改变 刚体 原来 的 运动 状态 (静止 或 
做 匀速 直线 运动 )， 也 就 是 说 , 平衡 力 系 对 刚体 的 作用 效果 为 零 。 所 以 在 刚体 上 加 上 或 去 掉 
一 个 平衡 力 系 ， 是 不 会 改变 刚体 原来 的 运动 状态 的 。 

推论 1 力 的 可 传 性 原理 

作用 于 刚体 上 的 力 可 沿 其 作用 线 移 动 到 刚体 内 任意 一 点 ， 而 不 会 改变 该 力 对 刚体 的 作 
用 效应 。 

证 明 : 设 有 力 F 作用 于 刚体 上 的 4 点 ， 如 图 1.4(a) 所 示 ， 根 据 加 减 平 衡 力 系 原理 ， 可 
在 力 的 作用 线 上 任 取 一 点 B， 加 上 两 个 相互 平衡 的 力 Fl 和 FF, Е =-Р= Е, 如 图 1.4(b) 
所 示 ， 由 于 下 和 丈 又 组 成 一 个 平衡 力 系 ， 故 可 以 减 去 ， 于 是 就 剩 下 了 一 个 力 Fl 作用 在 В 
点 ， 如 图 1.4(c) 所 示 。 这 样 就 相当 于 把 原来 作用 在 4 点 的 力 下 沿 其 作用 线 移动 到 了 五 点 ， 
而 且 没 有 改变 对 刚体 的 作用 效应 。 
由 力 的 可 传 性 原理 可 知 ， 力 对 刚体 的 作用 效应 与 力 的 作用 点 在 作用 线 上 的 位 置 无 关 。 
换 句 话说 ， 力 在 同一 刚体 上 可 沿 其 作用 线 任意 移动 。 这 样 ;对 于 刚体 来 说 ， 力 的 作用 点 在 
作用 线 上 的 位 置 已 不 是 决定 其 作用 效应 的 要 素 ， 而 力 的 作用 线 对 物体 的 作用 效应 起 决定 性 
作用 。 所 以 对 于 刚体 ， 力 的 三 要 素 应 表示 为 力 的 大 小 、 方 向 和 作用 线 。 
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б В, 

= р Е, 1) 
(с) 
图 1.4 力 的 可 传 性 图 

在 应 用 中 应 当 注意 ， 力 的 可 传 性 原理 只 适用 于 同一 个 刚体 ， 不 适用 于 两 个 刚体 (不 能 将 
作用 于 一 个 刚体 上 的 力 随 意 沿 其 作用 线 移 至 另 一 个 刚体 上 )。 如 图 1.5(a) 所 示 , 两 平衡 力 FI、 
Е, 分 别 作用 在 两 物体 A В 上 ， 能 使 物体 保持 平衡 (此 时 物体 之 间 有 压力 ); 但 是 ， 如 果 将 
Е. Е 各 沿 其 作用 线 移动 成 为 图 1.5(b) 所 示 的 情况 ， 则 两 物体 各 受 一 个 拉力 作用 而 将 被 拆 

















散失 去 平衡 。 另 外 ， 力 的 可 传 性 原理 也 不 适用 于 变形 体 。 例如， 一 个 变形 体 受 Еу, F hoti 
力作 用 将 产生 伸 长 变形 , 如 图 1.6(a) 所 示 ; 若 将 Fi 与 瓦 沿 其 作用 线 移 到 另 一 端 , 如 图 1.6(b) 
所 示 ， 物 体 将 产生 压缩 变形 ， 变 形 形 式 发 生 了 变化 ， 即 作用 效应 发 生 了 改变 。 
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图 1.5 两 个 刚体 图 图 1.6 一 个 变形 体 图 
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力 的 平行 四 边 形 法 则 


作用 于 物体 上 同一 点 的 两 个 力 ， 可 以 合成 为 一 个 合力 ， 合 力 的 作用 点 仍 在 该 点 ， 合 力 
的 大 小 和 方向 由 以 这 两 个 力 为 邻 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 矢量 来 表示 [图 1.7(a)], 其 
矢量 式 表示 为 

Ек= Е + Р, 

即 两 个 交 于 一 点 的 力 的 合力 ， 等 于 这 两 个 力 的 矢量 和 ; 反 过 来 ， 一 个 力也 可 以 依照 力 
的 平行 四 边 形 法 则 ， 按 指定 方向 分 解 成 两 个 分 力 。 

有 时 为 了 方便 , Ц Е Е) кї 5710Ж PRE Fi) 的 起 点 ,按照 力 PE 五) 的 方向 、 
ХАМЕ РВ F), UJ Fi( 或 瓦 ) 的 起 点 为 起 点 ， 力 矢 FAR Fi) 的 终点 为 终点 的 力 矢 
Fk 即 为 合力 ， 如 图 1.7(b)、(c) 所 示 ， 这 称 为 力 的 三 角形 法 则 。 力 矢 的 加 法 式 表示 为 





Fr=Fi+F, 





图 1.7 力 的 平行 四 边 形 图 

推论 2 三 力 平衡 汇 交 定理 

刚体 在 三 个 力作 用 下 处 于 平衡 状态 , 车 其 中 两 个 力 的 作用 线 汇 交 于 一 点 ， 则 第 三 个 力 
的 作用 线 也 通过 该 汇 交 点 ， 且 此 三 力 的 作用 线 在 同一 平面 内 。 

如 图 1.8 所 示 , 设 在 刚体 上 的 4、B、C 三 点 ， 分 别 作用 三 个 不 平行 的 相互 平衡 的 力 Fi、 
Е. Ез. М АРЕ, 将 力 Е. Е. 93 О, 
然后 根据 力 的 平行 四 边 形 法 则 ， 得 合力 Fro WH Ез 应 与 
Fr12 平 衡 。 由 二 力 平 衡 公理 知 ，F 与 Ек; 必 共 线 。 因 此 ， 力 
;的 作用 线 必 通 过 O 点 并 与 力 Е. Е За. 

应 当 指 出 ， 三 力 平衡 汇 交 定理 只 说 明了 不 平行 的 三 力 平 
衡 的 必要 条 件 ， 而 不 是 充分 条 件 。 它 常用 来 确定 刚体 在 不 平 
行 三 力作 用 下 平衡 时 ， 其 中 某 一 未 知 力 的 作用 线 。 


作用 与 反作用 定律 


两 个 物体 之 间 的 作用 力 与 反作用 力 总 是 同时 存在 ， 而 且 大 小 相等 、 方 向 相反 、 沿 同一 
直线 且 分 别 作用 在 这 两 个 物体 上 。 

这 个 定律 说 明了 两 物体 间 相 互 作用 力 的 关系 。 力 总 是 成 对 出 现 的 ， 有 作用 力 必 有 一 反 
作用 力 ， 且 总 是 同时 存在 又 同时 消失 。 要 特别 注意 ， 不 能 把 作用 与 反作用 定律 和 二 力 平衡 
































图 1.8 三 力 平衡 汇 交 图 
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公理 混淆 起 来 。 作 用 力 与 反作用 力 是 分 别 作 用 在 相互 作用 的 两 个 物体 上 的 ， 所 以 ， 它 们 不 


能 互相 平衡 。 




































































工程 上 将 作用 在 结构 或 构件 上 ， 能 主动 引起 物体 运动 、 产 生 运动 趋势 或 产生 变形 的 作 
用 称 为 荷载 (也 称 主动 力 )， 如 物体 的 自重 。 
结构 上 所 承受 的 荷载 往往 比较 复杂 。 为 了 方便 计算 ， 可 参照 有 关 结 构 设计 规范 ， 根 据 





不 同 的 特点 力 
(1) 按 作 


永久 荷载 
质量 等 ， 其 荷载 的 大 小 、 方 向 和 作用 位 置 是 不 变 的 。 





以 分 类 。 
时 间 长 短 ， 荷 载 可 分 为 永久 荷载 ( 恒 载 ): 可 变 葆 载 ( 活 载 ) 和 侦 然 荷载 。 
长 期 作用 于 结构 上 的 不 变 荷 载 ,如 结构 的 自重 、 安 装 在 结构 上 的 设备 的 





























可 变 荷 载 一 结构 所 承受 的 可 变 荷载 ， 如 人 人群 、 风 、 雪 等 荷载 。 
偶然 荷载 一 一 使 用 期 内 不 一 定 出 现 ， 一 旦 出 现 其 值 很 大 且 持续 时 间 很 短 的 荷载 ， 如 爆 


炸 力 、 地 震 、 

















台风 的 荷载 等 。 



































(2) 按 作 用 范围 不 同 ， 荷 载 可 分 为 集中 荷载 和 分 布 荷载 。 
集中 荷载 一 荷载 作用 的 面积 很 小 ， 可 近似 认为 荷载 作用 在 一 点 上 ， 称 为 集中 荷载 ， 
如 屋 架 传 给 柱子 的 压力 、 吊 车 轮 传 给 吊车 梁 的 压力 等 ， 都 属于 集中 荷载 ， 其 单位 是 牛 (N) 


TEKN). 





分 布 荷载 一 荷载 分 布 在 一 定 范围 上 ， 当 荷载 连续 地 分 布 在 一 定 体积 上 时 称 为 体 分 布 
荷载 ( 即 重度 ), “其 单位 是 N/m 或 kN/m; 当 荷 载 连续 地 分 布 在 一 定 面积 上 时 称 为 面 分 布 荷 


载 [图 1.9(a)]， 
线 分 布 荷载 ， 








其 单位 是 N/m 或 KN/M; 在 工程 上 往往 把 体 分 布 荷 裁 、 面 分 布 荷 裁 简化 为 
其 单位 是 N/m 或 kN/m。 在 工程 结构 计算 中 ， 通 常用 梁 的 轴线 表示 一 根 梁 ， 





等 截面 梁 的 自重 总 是 简化 为 沿 梁 轴线 方向 的 均 布线 荷载 9 [图 1.9(b)]。 





【练习 测验 】 
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(b) 


图 1.9 荷载 分 布 图 


з 1* E 





分 布 荷载 又 可 分 为 均 布 荷载 及 非 均 布 荷载 两 种 。 集 中 荷载 和 均 布 荷载 将 是 今后 经 常 
碰 到 的 荷载 。 

(3) 按 作 用 性 质 不 同 ， 荷 载 可 分 为 静 荷 载 和 动 荷载 。 

静 荷 载 一 一 凡 缓慢 施加 而 不 引起 结构 冲击 或 振动 的 荷载 。 

动 荷 载 一 一 凡 能 引起 明显 的 冲击 或 振动 的 荷载 。 

(4) 按 作用 位 置 ， 荷 载 可 分 为 固定 荷载 和 移动 荷载 。 

固定 荷载 一 一 作用 的 位 置 不 变 的 荷载 ， 如 结构 的 自重 等 。 

移动 荷载 一 一 可 以 在 结构 上 自由 移动 的 荷载 ， 如 车 轮 压 力 等 。 





























约束 与 约束 反 力 的 概念 


可 在 空间 内 自由 运动 ， 不 受 任何 限制 的 物体 称 为 自由 体 ， 如 飞行 中 的 飞机 、 火 笠 、 人 
造 卫星 等 。 在 空间 某 些 方向 的 运动 受到 一 定 限制 的 物体 称 为 非 自由 体 。 在 建筑 工程 中 所 研 
究 的 物体 ， 一 般 都 要 受到 其 他 物体 的 限制 、 阻 碍 而 不 能 自由 和 运动。 例如， 桥梁 受到 桥墩 的 
限制 ， 梁 受到 柱子 或 者 墙 的 限制 ， 等 等 。 
对 其 他 物体 的 运动 起 限制 作用 的 物体 称 为 约束 。 约 束 总 是 通过 物体 之 间 的 直接 接触 形 
成 的 。 例 如 , -让 面 提 到 的 桥墩 是 桥梁 的 约束 ， 墙 或 柱子 是 梁 的 约束 。 它 们 分 别 限制 了 各 相 
应 物体 在 约束 所 能 限制 的 方向 上 的 运动 。 由 于 约束 限制 了 被 约束 物体 的 运动 ， 在 被 约束 物 
体 沿 着 约束 所 限制 的 方向 有 运动 或 运动 趋势 时 ， 约 束 必然 对 被 约束 物体 有 力 的 作用 ， 以 阻 
得 被 约束 物体 的 运动 或 运动 趋势 ， 这 种 力 称 为 约束 反 力 ， 简 称 反 力 。 因 此 ， 约 束 反 力 的 方 
向 总 是 与 所 能 约束 的 物体 的 运动 (或 运动 趋势 ) 的 方向 相反 。 运 用 这 个 准则 ， 可 确定 约束 反 
力 的 方向 。 

一 般 情况 下 ， 物 体 总 是 同时 受到 主动 力 和 约束 反 力 的 作用 。 主 动力 常常 是 已 知 的 ， 约 
束 反 力 是 未 知 的 。 需 要 利用 平衡 条 件 来 确定 未 知 的 约束 反 力 。 


工程 中 常见 的 几 种 约束 类 型 及 其 约束 反 力 


L ЖЖЖ 


工程 中 常见 的 绳索 、 传 动 带 、 链 条 等 柔性 物体 构成 的 约束 称 为 柔 体 约束 。 这 种 约束 的 
特点 是 只 能 限制 物体 沿 着 柔 体 伸 长 的 方向 运动 ， 而 不 能 限制 其 他 方向 的 运动 。 因 此 ， 柔 体 
约束 的 约束 反 力 一 定 通过 接触 点 ， 沿 着 柔 体 中 心 线 且 背 离 被 约束 物体 的 方向 ， 恒 为 拉力 ， 
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图 1.10 和 柔 体 约束 图 


3. 


在 两 个 构件 上 各 钻 有 同样 大 4 
， 那 么 就 形成 光滑 圆柱 贸 链 ， 
能 限制 物体 绕 销 杀 转动， 


如 图 1.10 





触 点 处 公 
因 

















tb) 


图 1 
КТЩ) Ж. 


М 


的 


1.12(a) 所 示 ， 圆 柱 贸 链 可 用 








孔 壁 将 必然 在 某 处 接触 ， 





预先 确定 
点 ， 垂 直 于 销 钉 轴线 ， 通 








的 ， 因 








过 销 











时， 通常 








两 个 相互 垂直 是 


























bh 的 力 Fro 


2. 光滑 接触 面 约束 


当 两 物体 的 ] 
这 种 约束 不 论 接触 面 
法 线 方 
此 光滑 接触 面 约束 的 约束 反 力 是 通过 接触 点 ， 
法 线 指向 被 约束 的 物体 ， 


m, 00 Q) 





光滑 无 摩擦 时 ， 就 构成 光滑 接触 面 约束 。 
的 形状 如 何 ， 都 只 能 限制 被 约束 物体 沿 着 接 
的 运动 ， 而 不 能 限制 物体 沿 其 他 方向 的 运动 。 
沿 着 接触 面 的 公 
1.11 中 的 力 Ех 


接触 




















向 








只 能 是 压力 ， 如 图 














.11 ”光滑 接触 面 约束 图 


的 圆 孔 ， 并 用 圆柱 形 销 钉 连接 起 来 。 如 果 销 杀 和 圆 孔 都 


简称 为 贸 链 或 锐 。 常 见 的 门窗 的 合 页 就 是 这 种 约束 。 


只 能 限制 物体 在 垂直 于 销 钉 轴线 平面 内 的 沿 任意 方向 的 移 
如 图 1.12(b) 所 示 的 简 图 来 表示 。 当 物体 有 运动 趋势 时 ， 
约束 反 力 一 定 通过 这 个 接触 点 ， 这 个 接触 点 的 位 置 往往 
此 约束 反 力 的 方向 是 未 知 的 。 也 就 是 说 ， 圆 柱 贸 链 的 约束 反 力 作用 


钉 中 心 [图 1.12(c) 中 的 FR MAARE. Ait, EX 


通过 贸 链 中 心 的 分 力 到 和 FF, 来 代 蔡 ， 两 个 分 力 的 指向 





4. 





BEF 


对 于 研究 对 象 成 为 约束 时 ， 
RES RNE, E B Abt BC 杆 贸 链 连接 , RHR BC 在 С?й 


КОЕ, БЕЛИ ЗЕ 77 1А АЈ 








计 





链 杆 约 束 


两 端 铵 接 ， 中 间 不 受 力 (包括 略 去 自重 ) 的 直 杆 称 为 链 杆 。 链 杆 是 二 
称 为 链 杆 约束 。 如 图 1.13 所 示 的 支架 ， 横 木 4B 在 А 端 


算 结 果 确 定 。 


力 杆 件 的 特例 。 当 


























ЖИ ЕЛИНЕ, ТЕ ВДУ АВ 




















ЕЕЕ Е, ВС 杆 是 两 端 
是 АВ 杆 的 链 杆 约束 。 这 利 
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光滑 贸 链 连接 而 中 间 不 受 力 的 刚 
约束 只 能 





性 直 杆 ， 则 BC 杆 就 可 以 看 成 
限制 物体 沿 链 杆 的 轴线 方向 的 运动 。 链 杆 可 以 受 拉 或 


第 1= БЕ ЕР 





者 是 受 压 ， 但 不 能 限制 物体 沿 其 他 方向 的 运动 。 所 以 ， 链 杆 约束 的 约束 反 力 沿 着 链 杆 的 轴 
线 ， 其 指向 待定 ， 如 图 1.13 中 的 Fs 和 Fc。 


Da -一 




















【参考 动画 】 


【参考 动画 】 





1.13” 链 杆 约束 图 
支 座 的 简化 和 支 座 反 力 


工程 上 将 结构 或 构件 连接 在 支承 物 上 的 装置 ， 称 为 支 座 。 在 工程 上 常常 通过 支 座 将 构 
件 支承 在 基础 或 另 一 静止 的 构件 上 。 支 座 对 构件 就 是 一 种 约束 ， 支 座 对 它 所 支承 的 构件 的 
约束 反 力也 称 支 座 反 力 。 支 座 的 构造 是 多 种 多 样 的， 其 具体 情况 也 是 比较 复杂 的 ， 只 有 加 
以 简化 ， 归 纳 成 几 个 类 型 ， 才 方便 于 分 析 计 算 。 建 筑 结 构 的 支 座 通常 分 为 固定 匀 支 座 、 可 
ЖИБЕ НЕШЕ ЗИ ЗЕ ЙЕ = Ж, 

L Юж Ж 


在 连接 的 两 个 构件 中 ， 其 中 一 个 构件 是 固定 在 基础 上 的 支 座 [图 1.14(a)]， 这 种 支 座 称 
为 固定 贸 支 座 。 构 件 与 支 座 用 光滑 的 圆柱 铵 链 连接 ， 构 件 不 能 产生 沿 任何 方向 的 移动 ， 但 
可 以 绕 销 钉 转动 。 可 见 ， 固 定 匀 支 座 的 约束 反 力 与 圆柱 匀 链 相同 ， 即 约束 反 力 一 定 作 用 于 
接触 点 , 垂直 于 销 钉 轴线 , 并 通过 销 钉 中 心 , 而 方向 未 定 。 固定 匀 支 座 的 简 图 如 图 1.14(b) 一 
(e) 所 示 。 约 东 反 力 如 图 1.14(9 所 示 ， 可 以 用 Fea 和 一 未 知 方向 的 a 角 表 示 ， 也 可 以 用 一 对 
相互 垂直 的 力 F.、F, 表 示 ， 指 向 待定 。 
建筑 结构 中 这 种 理想 的 支 座 是 不 多 见 的 ， 通 常 把 不 能 产生 移动 ， 只 可 能 产生 微小 转动 
HLERA ERLE. Ain WE 1.15 所 示 的 一 槐 屋 架 ， 用 预 埋 在 混凝土 垫 块 内 的 螺栓 
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和 支 座 连 在 一 起 ， 执 块 则 砌 在 支 座 ( 墙 ) 内 ， 这 时 ， 支 座 阻止 了 结构 的 垂直 移动 和 水 平移 动 ， 
但 是 它 不 能 阻止 结构 的 微小 转动 。 这 种 支 座 可 视 为 固定 铵 支 座 。 




















mem 构件 

上 7 
ты == 1 4 
Сезу M ы и 





图 1.14 AEREA 








2. THRE 

如 果 在 支 座 与 支承 面 之 间 装 上 几 个 辊 子 ， 使 支 座 可 以 沿 着 支承 面 运动 ， 就 成 为 可 动 贸 
支 座 ， 如 图 1.16(a) 所 示 。 这 种 约束 只 能 限制 构件 沿 垂直 于 支承 面 方向 的 移动 ， 而 不 能 限制 
构件 线 销 钉 的 转动 和 沿 支承 面 方向 的 移动 。 所 以 ,“ 它 的 约束 反 力 的 作用 点 就 是 约束 与 被 约 
束 物体 的 接触 点 ， 约 束 反 力 通 过 销 钉 的 中 心 ;垂直 于 支承 面 ， 方 向 可 能 指向 构件 ， 也 可 能 
背离 构件 ， 要 视 主动 力 情况 而 定 。 这 种 支 座 的 简 图 如 图 1.16(b) 一 (d) 所 示 ， 约 束 反 力 Fr 如 
图 1.16(e) 所 示 ， 指 向 待定 。 
























































В 1.15 屋 架 简 图 图 1.16 п]: Ж КЕРН 
3. 国定 端 支 座 
整体 浇筑 的 钢筋 混凝土 雨 敌 ， 它 的 一 端 完 全 嵌 固 在 墙 中 ,一 端 悬 裤 ， 如 图 1.17(a) 所 示 ， 
这 样 的 支 座 称 为 固定 端 支 座 。 在 嵌 固 端 ， 雨 篷 既 不 能 沿 任何 方向 移动 ， 也 不 能 转动 ， 所 以 
固定 端 支 座 除 产生 水 平方 向 和 坚 直方 向 的 约束 反 力 外 ， 还 有 一 外 约束 反 力 偶 ( 力 偶 将 在 第 2 


章 讨 论 )。 这 种 支 座 简 图 如 图 1.17(b) 所 示 ， 其 支 座 反 力 Fi Far Ма 1.17(c) 所 示 ， 指 
向 待定 。 
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1.17 固定 端 支 座 图 
上 面 介绍 了 工程 中 常见 的 几 种 约束 类 型 以 及 其 约束 反 力 的 确定 方法 。 当 然 ， 这 远 远 不 
能 包含 工程 实际 中 遇 到 的 所 有 约束 情况 ， 在 实际 分 析 时 注意 分 清 主 次 ， 咯 去 次 要 因素 ， 可 
把 约束 归结 为 以 上 几 种 基本 类 型 。 





















1.5 物体 的 受 力 分 析 与 受 力图 | 


在 求解 工程 力学 问题 时 ， 一 般 首先 需要 根据 问题 的 已 知 条 件 和 待 求 量 ， 选 择 一 个 或 几 
个 物体 作为 研究 对 象 ， 然 后 分 析 它 变 到 哪些 力 的 作用 ， 其 中 哪些 力 是 已 知 的 ， 哪 些 力 是 未 
知 的， 此 过 程 称 为 受 力 分 析 ; 

为 了 清晰 地 表示 物体 的 受 力 情况 ， 需 要 将 研究 对 象 从 周围 的 物体 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 
出 它 的 简 图 ， 这 种 从 周围 物体 中 单独 分 离世 来 的 醋 究 对 象 ， 称 为 分 离 体 (或 隔离 体 )。 取 出 
分 离 体 后 ， 将 周围 物体 对 它 的 作用 用 力 矢量 的 形式 表示 出 来 ， 这 样 得 到 的 图 形 即 为 物体 的 
受 力图 ， 也 称 分 离 体 图 (或 隔离 体 图 )。 选 取 合适 的 研究 对 象 与 正确 画 出 物体 受 力图 是 解决 
力学 问题 的 前 提 和 依据 ， 必 须 熟 练 掌握 。 

1， 画 物体 受 力 图 的 步骤 


(1) 取 分 离 体 。 将 研究 对 象 从 与 其 联系 的 周围 物体 中 分 离 出 来 ， 单 独 画 出 。 
(2) 画 主动 力 。 画 出 作用 于 研究 对 象 上 的 全 部 主动 力 。 

(3) 画 约 束 反 力 。 根 据 约 束 类 型 画 出 作用 于 研究 对 象 上 的 全 部 约束 反 力 。 
2. 画 物 体 受 力图 时 应 注意 之 处 


(Т) 不 能 漏 画 和 多 画 。 作 用 于 研究 对 象 上 的 主动 力 和 约束 反 力 应 全 部 画 出 ， 不 能 遗漏 ， 
研究 对 象 作 用 于 周围 物体 的 力 不 必 夯 出 。 

(2) 如 果 研 究 对 象 是 物体 系统 时 ， 只 画 出 系统 外 的 物体 对 它 的 作用 力 ( 称 为 外 力 )， 系 统 
内 任何 相 联系 的 物体 之 间 的 相互 作用 力 ( 称 为 内 力 ) 都 不 能 画 出 。 

(3) 注意 作用 力 与 反作用 力 的 关系 。 作 用 力 的 方向 一 经 确定 (或 假设 )， 反 作用 力 的 方向 
必定 和 它 的 方向 相反 ， 不 能 再 随意 假设 。 



















































































































































































A 
A 
ПП erzem 


(4) 正确 判断 二 力 杆 件 ， 对 于 平面 内 受 三 力作 用 的 物体 ， 若 已 知 两 个 力 的 作用 线 交 于 
一 点 ， 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 可 确定 第 三 个 力 的 作用 线 的 方位 。 

(5) 同一 个 约束 反 力 同时 出 现在 物体 系统 的 整体 受 力图 和 拆 开 画 的 分 离 体 的 受 力图 中 
时 ， 它 的 指向 必须 一 致 

下 面 将 通过 案例 来 说 明 物 体 受 力图 的 画 法 。 


4 应 用 案例 1-1 


重力 为 Fo 的 小 球 ， 按 图 1.18(a) 所 示 放 置 ， 试 画 出 小 球 的 受 力图 。 
【 解 】(1) 根据 题 意 取 小 球 为 研究 对 象 。 
(2) 画 出 主动 力 . 受到 的 主动 力 为 小 球 所 受 重力 Fe APR 
Р, ©, ЕТ. 
(3) 画 出 约束 反 力 . 受到 的 约束 反 力 为 绳子 的 约束 反 力 Fr (Е 
用 于 接触 点 B， 沿 绳子 的 方向 背离 小 球 ; 还 受到 光滑 面 的 约束 反 
F, F, Л Fu， 作用 于 球面 和 墙 的 接触 点 4， 沿 着 接触 点 的 公法 线 ， 指 向 
(а) (b) ”小 球 。 画 出 小 球 的 受 力图 洲 如 图 1.18(b) 所 示 。 
图 1.18 应 用 案例 1-1 图 К, ; , 
光滑 接触 面 约 束 的 约束 反 力 是 通过 接触 点 ， 沿 着 接触 面 的 公法 
线 指向 被 约束 的 物体 ， 只 能 是 压力 、 
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% 应 用 案例 1-2 


如 图 1.19(a) 所 示 ， 简 支 梁 4B， 跨 中 受到 集中 力 ЕЧЕН, АЕ, Ві 
DRAE. RERA. 

【 解 】(1) ЖИВ 梁 为 研究 对 象 ， 画 出 其 隔离 体 图 。 

(2) 在 梁 的 中 点 C 画 主动 力 下。 

(3) 在 受 约束 的 4 处 和 B 处 ， 根 据 约束 类 型 画 出 约束 反 力 。B 处 为 可 动 匀 支 座 约束 ， 
其 反 力 通过 匀 链 中 心 且 垂直 于 支承 面 ， 其 指向 假定 如 图 1.19(b) 所 示 ; 4 kA ERRE A 
ж, КЛУ НЕТО 4 并 相互 垂直 的 分 力 Far、Pw, 表示 。 染 的 受 力图 如 图 1.19(b) 




















所 示 。 
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图 1.19 应 用 案例 1-2 图 
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【案例 点 评 】 

另外 ， 注 意 到 梁 只 在 4、B、C 三 点 受到 互 不 平行 的 三 个 力作 用 而 处 于 平衡 ， 因 此 ， 也 
可 以 根据 三 力 平衡 汇 交 定理 进行 受 力 分 析 。 已 知 F. Fs 相交 于 D 点 ， 则 А 处 的 约束 反 力 
Е RARD 点 ， 从 而 可 确定 Fi 一定 在 4、D 两 点 的 连 线 上 ， 可 画 出 如 图 1.19(c) 所 示 
的 受 力图 。 














<2 应 用 案例 1-3 


在 如 图 1.20(a) 所 示 的 三 角形 托 架 中 ， 结 点 4、C 处 为 固定 匀 支 座 ，B RARER. 
不 计 各 杆 的 自重 以 及 各 处 的 摩擦 。 试 画 出 4D、BC 杆 及 整体 的 受 力图 。 





























1.20” 应 用 案例 1-3 图 


【和 解 】(1) 取 斜 杆 BC 为 研究 对 象 。 该 杆 两 端 通过 匀 链 与 其 他 物体 连接 ， 中 间 不 受 力 ， 
可 判断 BC 为 二 力 杆 ，Fs 与 Fc 必定 大 小 相等 ,方向 相反 ， 作 用 线 沿 两 贸 链 中 心 的 连 线 , 27 
向 可 先 任意 假定 。 本 题 中 从 主动 力 Fp 分 析 ， 杆 BC 受 压 ， 因 此 Fs 与 Fc 的 作用 线 沿 两 匀 链 
中 心 连 线 指向 杆 件 元 画 出 BC 杆 受 力图 如 图 工 20(b) 所 示 .。 

(2) 取水 平 杆 4D 为 研究 对 象 。 先 画 出 主动 力 Fp、 再 画 出 约束 反 力 Ез, Е 5 Fs 是 作 
用 力 与 反作用 力 的 关系 ，4 端 是 匀 链 约束 ， 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 可 画 出 Fo AD 杆 的 受 
力图 如 图 1.20(c) 所 示 。 

(3) 取 整 体 为 研究 对 象 ， 只 考虑 整体 外 部 对 它 的 作用 力 ， 画 出 受 力图 ， 如 图 1.20(d) 所 
示 。 注 意 ， 同 一 个 约束 反 力 同时 出 现在 物体 系统 的 整体 受 力图 和 拆 开 画 的 分 离 体 的 受 力图 
中 时 ， 它 的 指向 必须 一 致 。 

【案例 点 评 】 

首先 正确 判断 出 二 力 杆 件 ; 对 于 平面 内 受 三 力作 用 的 物体 ， 若 已 知 两 个 力 的 作用 线 交 
于 一 点 ， 根 据 三 力 平衡 汇 交 定理 ， 可 确定 第 三 个 力 的 作用 线 的 方位 。 


Ма, 特别 提示 


同一 个 约束 反 力 同时 出 现在 物体 系统 的 整体 受 力图 和 拆 开 画 的 分 离休 的 受 力图 中 时 ， 
它 的 指向 必须 一 致 。 
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实际 工程 中 ， 结 构 的 构造 多 种 多 样 ， 结 构 上 作用 的 荷载 也 比较 复杂 ， 完 全 按照 其 实际 
受 力 情况 进行 分 析 会 使 问题 非常 复杂 ， 也 是 不 必要 的 。 对 结构 和 构件 的 受 力 和 约束 经 过 简 
化 后 得 到 的 、 用 于 力学 或 工程 分 析 与 计算 的 图 形 ， 称 为 力学 计算 简 图 或 计算 简 图 。 对 实际 
结构 的 力学 计算 往往 在 结构 的 计算 简 图 上 进行 , 所 以 , 计算 简 图 的 选择 必须 注意 下 列 原则 。 
(1) 正确 反映 结构 的 实际 受 力 情况 ， 使 计算 结果 尽 可 能 精确 。 
(2) 略 去 次 要 因素 ， 突 出 结构 的 主要 性 能 ， 使 分 析 计 算 过 程 简单 化 。 


结构 、 杆 件 的 简化 Е 


工程 中 的 结构 都 是 空间 结构 ， 各 构件 相互 连接 成 一 个 空间 整体 ， 以 便 承 受 各 个 方向 可 
能 出 现 的 荷载 。 但 是 ， 在 土建 等 工程 中 ; 大 量 的 空间 杆 系 结构 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 根 据 结 
构 的 受 力 状态 和 特点 ， 常 可 以 简化 为 平面 杆 系 结构 进行 计算 ， 力 学 计算 简 图 中 常用 杆 件 的 
轴线 代替 杆 件 。 


结 点 的 简化 
在 结构 中 ， 构 件 之 间 相 互 连 接 的 部 分 称 为 结 点 。 在 结构 的 计算 简 图 中 ， 把 结 点 只 简化 


成 两 种 基本 形式 : 刚 结 点 和 铵 结 点 。 
(1) 刚 结 点 。 它 的 特征 是 其 所 连接 的 各 杆 之 间 不 能 绕 结 点 有 相对 的 转动 ， 变 形 时 ， 结 

















































































































点 处 各 杆 件 间 的 夹 角 都 保持 不 变 ， 如 图 1.21(a) 所 示 。 在 计算 简 图 中 ， 刚 结 点 用 杆 件 轴线 的 
交点 来 表示 ， 如 图 1.21(d)。 
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【参考 图 文 】 图 1.21 结 点 简化 图 
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(2) бї C HEE ERAT ПГ Б! КАН E, ЖЕЕ R КОЈ А 
以 改变 ， 如 图 1.2106). (с). ERMER, aR 1.21) OR. 


支 座 的 简化 


支 座 是 指 结构 与 基础 (或 别 的 支承 构件 ) 之 间 的 连接 装置 。 对 其 进行 简化 时 ， 根 据 结 构 
和 约束 装置 的 主要 特征 选用 对 应 的 支 座 ， 支 座 的 简化 形式 主要 有 : MERLE EER 
座 、 可 动 匀 支 座 和 定向 支 座 。 

(1) 固定 端 支 座 。 它 使 结构 在 支承 处 既 不 能 做 任何 移动 ， 也 不 能 转动 ， 如 图 1.22(a) 所 
示 。 在 计算 简 图 中 ， 固 定 端 支 座 的 表示 方式 如 图 1.22(b) 所 示 。 

(2) 固定 铵 支 座 。 它 只 允许 结构 在 支承 处 转动 , 不 允许 有 任何 方向 的 移动 ， 如 图 1.22(c) 
所 示 。 在 计算 简 图 中 ， 固 定 铵 支 座 的 表示 方式 如 图 1.22(d) 所 示 。 

(3) TARRE. 它 允 许 结构 在 支承 处 转动 , 但 不 允许 结构 沿 某 方 向 移动 , 如 图 1.22(e) 
所 示 。 在 计算 简 图 中 ， 可 动 贸 支 座 的 表示 方式 如 图 1.22(D 所 示 。 

(4) 定向 支 座 。 它 只 允许 结构 沿 一 个 方向 移动 ， 不 允许 沿 其 他 方向 移动 ， 也 不 能 转动 ， 
如 图 1.22(g) 所 示 。 在 计算 简 图 中 ， 定 向 支 座 的 表示 方式 如 图 1.22(h) 所 示 。 





















































































































































图 1.22 支 座 简化 图 
结构 的 计算 简 图 是 建筑 力学 分 析 问 题 的 基础 ， 极 为 重要 。 恰 当地 选取 实际 结构 的 计算 

















简 图 ， 不 仅 要 掌握 上 面 所 述 的 基本 原则 ， 还 要 有 丰富 的 实践 经 验 。 对 于 一 些 新 型 结构 往往 
还 要 通过 反复 试验 和 实践 ， 才 能 获得 比较 合理 的 计算 简 图 。 





平面 杆 系 结构 是 本 书 分 析 的 对 象 ， 按 照 它 的 构造 和 力学 特征 ， 可 分 为 五 类 。 
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Eesm 1. ж 

С 以 受 弯 为 主 的 杆 件 称 为 梁 。 本 书 主要 讨论 直 梁 ， 较 少 涉及 曲 梁 ， 更 不 
考虑 曲率 对 曲 杆 的 影响 。 梁 有 静 定 梁 和 超 静 定 梁 两 大 类 ， 如 图 1.23(a)、(b) 

【参考 图 文 】 ж. 


(a) (b) 


123 RAA 





























2. 拱 


拱 多 为 曲线 外 形 ， 它 的 力学 特征 在 以 后 讨论 拱 时 再 说 明 常用 的 拱 有 静 定 三 铵 拱 、 超 
静 定 的 无 贸 拱 和 两 锐 拱 三 种 ， 分 别 如 图 1.24(a)、(b)、“(O) 所 示 。 


(а) (Ы) (с) 


9 1.24 ЖЕЕ 
3. 刚 架 


刚 架 是 由 若干 根 直 杆 组 成 的 具有 刚 结 点 的 结构 ,“ 有 静 定 刚 架 和 超 静 定 刚 架 两 大 类 ， 如 
图 1.25 所 示 。 








В 1.25 刚 架 简 图 
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ЖЖЖ ЕЖЕ ЕТЕ ҖИ Н БО НЕП Р НО Јо SAKTA КУНГА EDE 
E, ШШ 1.26(а). (FR. HRA R ENTRAR ЕНТ РИН. 
5， 组 合 结构 














它 是 柚 架 式 直 杆 和 梁 式 杆 件 两 类 杆 件 组 合 而 构成 的 结构 ， 如 图 1.27 所 示 。 组 合 结构 也 
有 静 定 和 超 静 定之 分 。 
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工程 实际 中 ， 作 用 在 杆 上 的 荷载 是 多 种 多 样 的 ;因此 ， 杆 件 的 变形 也 是 多 种 多 样 的 。 
但 总 不 外 乎 是 下 列 四 种 基本 变形 之 一 ， 或 者 是 几 种 基本 变形 形式 的 组 合 变 形 。 
1， 轴 向 拉 伸 与 压缩 


如 图 1.28(a)、(b) 所 示 的 等 直 杆 ， 在 一 对 作用 线 与 杆 轴线 重合 的 外 力作 
变形 是 轴 向 伸 长 或 缩短 。 

















下 ， 杆 的 主要 








图 1.28 杆 件 的 基本 变形 图 回忆 
> йи 【参考 图 文 】 


如 图 1.28(c) 所 示 的 等 直 杆 ， 在 一 对 作用 线 相距 很 近 、 指 向 相反 、 大 小 相等 的 横向 外 力 
作用 下 ， 杆 的 主要 变形 是 横 截 面 沿 外 力作 用 方向 发 生 相 对 错 动 。 
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3. 扭转 

如 图 1.28(d) 所 示 的 圆 截 面 等 直 杆 ， 在 一 对 作用 面 垂直 于 杆 轴线 、 转 向 相反 、 大 小 相等 
的 外 力 偶 作用 下 ， 杆 的 变形 为 相 邻 的 横 截 面 绕 杆 的 轴线 发 生 相 对 转动 。 

4. Ж 

如 图 1.28(e) 所 示 的 等 直 杆 ， 在 一 对 作用 在 纵向 对 称 平面 内 、 大 小 相等 、 转 向 相反 的 外 
力 偶 作 用 下 ， 杆 变形 的 特征 为 所 有 纵向 纤维 弯 成 曲线 ， 相 邻 横 截 面 绕 垂直 于 变形 后 的 杆 轴 
线 的 轴 发 生 相 对 转动 。 























































































































бл 结 


本 章 主要 介绍 了 力 的 性 质 、 静 力学 基本 公理 、 工 程 中 常见 的 几 种 约束 类 型 及 其 支 座 反 
力 的 画 法 ， 在 掌握 前 面 基 本 概念 的 基础 上 ,要求 能 正确 画 出 单个 物体 及 物体 系统 的 受 力图 。 
最 后 简要 介绍 了 荷载 及 杆 系 结构 的 分 类 。 

(1) 力 是 物体 间 的 相互 机 械 作 用 。 

力 对 物体 的 作用 效应 有 两 种 : 运动 效应 (外 效应 ) 和 变形 效应 (内 效应 )。 力 的 效应 取决 于 
力 的 三 要 素 : 大 小 、 方 向 、 作 用 点 。 

(2) 静 力学 基本 公理 。 

Ф 二 力 平衡 公理 又 称 二 力 平衡 条 件 ， 它 是 刚体 平衡 最 基本 的 规律 ， 是 推 证 力 系 平衡 条 
件 的 理论 依据 。 所 谓 平衡 ， 如 指 物体 相对 于 地 球 处 于 静止 或 匀速 直线 运动 的 状态 。 使 刚体 
处 于 平衡 状态 的 力 系 对 刚体 的 效应 等 于 零 。 

D 加 减 平 衡 力 系 公 理 是 力 系 简 化 的 重要 理论 依据 . 加 减 平衡 力 系 公理 和 力 的 可 传 性 原 
理 只 适用 于 刚体 ， 

© 力 的 平行 四 边 形 公理 表明 , 作用 在 物体 上 同一 点 的 两 个 力 可 以 用 平行 四 边 形 法 则 合 
成 。 反 过 来 ， 一 个 力也 可 以 用 平行 四 边 形 法 则 分 解 为 两 个 分 力 。 平行 四 边 形 法 则 是 所 有 用 
矢量 表示 的 物理 量 相 加 的 法 则 。 三 力 平衡 汇 交 定 理 阐 明了 物体 在 不 平行 的 三 个 力作 用 下 平 
衡 的 必要 条 件 。 

Ф 作用 与 反作用 定律 反映 了 力 是 物体 间 的 相互 机 械 作用 这 一 最 基本 的 性 质 , 说 明了 力 
总 是 成 对 出 现 且 作用 在 两 个 不 同 的 物体 上 。 

(3) 阻碍 物体 自由 运动 的 物体 称 为 约束 。 

约束 反 力 即 约束 作用 于 被 约束 物体 上 的 力 。 正 是 这 种 力 阻碍 被 约束 物体 沿 某 些 方向 的 
运动 。 因 而 约束 反 力 的 方向 总 是 与 约束 所 能 阻碍 的 被 约束 物体 的 运动 (或 运动 趋势 ) 的 方向 
相反 。 约 束 反 力 一 定 要 根据 各 类 约束 的 性 质 画 出 ， 有 时 还 要 根据 二 力 平衡 条 件 和 作用 与 反 
作用 定律 及 三 力 平 衡 汇 交 定理 来 判定 约束 反 力 的 方向 。 约 束 反 力 的 方向 能 够 预先 确定 的 ， 
在 受 力 图 上 应 正确 画 出 ; 如 果 指 向 不 能 预先 确定 ， 可 以 先 假定 ， 但 力 的 作用 线 的 方位 不 能 
画 错 ; 指向 假定 是 否 正 确 ， 可 以 由 以 后 计算 得 到 的 结果 来 判断 。 在 一 般 情况 下 ， 圆 柱 贸 链 
和 固定 镜 支 座 的 约束 反 力 的 方向 不 能 预先 确定 ， 可 用 两 个 相互 径直 的 分 力 表示 . 

(4) 画 受 力图 时 还 应 该 注意 以 下 问题 。 

Ф 只 画 研究 对 象 所 受到 的 力 ， 不 画 研 究 对 象 施加 给 其 他 物体 的 力 。 
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Ф 只 画 外 力 不 画 内 力 。 

О 画作 用 力 与 反作用 力 时 ， 二 力 必 须 满 足 大 小 相等 、 作 用 在 一 条 直线 上 、 指 向 相反 、 
作用 在 两 个 物体 上 。 

© 同一 个 约束 反 力 同时 出 现在 物体 系统 的 整体 受 力图 和 拆 开 画 的 隔离 体 图 中 时 , 它 的 
指向 必须 一 致 。 

(5) 作用 于 结构 或 构件 上 的 主动 力 即 为 荷载 。 

荷载 的 种 类 很 多 ， 主 要 的 分 类 就 是 分 布 力 和 集中 力 。 

(6) 单个 杆 件 的 基本 变形 形式 。 包 括 轴 向 拉 伸 与 压缩 变形 、 剪 切 变形 、 捏 转变 形 和 弯 
曲 变形 。 

(7) 杆 系 结构 的 类 型 。 包 括 梁 、 刚 架 、 析 架 、 拱 和 组 合 结构 。 





(бт = я) 


(1) 试 比较 力 的 投影 与 力 的 分 力 的 区 别 。 

(2) 合力 是 否 一 定 比分 力 大 ? 

(3) 为 什么 说 二 力 平衡 公理 、 加 减 平衡 力 系 公理 和 力 的 可 传 性 原理 只 适用 于 刚体 ? 
(4) 什么 是 约束 ? 工程 中 常见 的 约束 有 哪 几 种 ， 约 束 反 力 各 有 何 特点 ? 

(5) 什么 是 荷载 ? 如 何 分 类 ? 

(6) 简 述 画 受 力图 的 步骤 及 要 点 。 画 受 力 图 时 ， 如 何 区 分 内 力 和 外 力 ? 

(7) 杆 件 有 哪 几 种 基本 变形 形式 ? 

(8) 杆 系 结构 可 分 为 哪儿 种 类 型 ? 


бз а) 























一 、 填 空 题 

(1) 在 任何 外 力作 用 下 ， 大 小 和 形状 保持 不 变 的 物体 称 为 

(2) 力 是 物体 之 间 的 相互 。 这 种 作用 会 使 物体 产生 两 种 力学 效 分 别 是 
和 

(3) 力 的 三 EFR 

(4) 一 刚体 上 作用 两 个 力 ， ЖЕНЕН ЕЙТ, MAAA 定 大 小 、 方 向 
， 并 且 

(5) 加 减 平衡 公理 对 物体 而 言 ， 该 物体 的 效应 成 立 。 


(6) 使 物体 产生 运动 或 产生 运动 趋势 的 力 称 为 

(7) 约束 反 力 的 方向 总 是 和 该 约束 所 能 阻碍 物体 的 运动 方向 

(8) 柔 体 的 约束 反 力 是 通过 点 ， 其 方向 沿 着 柔 体 线 的 拉力 。 
(9) 杆 件 的 四 种 基本 变形 是 ч 

(10) 由 于 外 力作 用 ， 构 件 的 一 部 分 对 另 一 部 分 的 作用 称 为 
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二 、 单 选 题 
1) 既 限 制 物体 任何 方向 的 移动 ， 又 限制 物体 转动 的 支 座 称 为 ( AÈ. 
А. RZA В. [5% С. 国定 端 D. 光滑 面 
2) 只 限制 物体 任何 方向 的 移动 ， 不 限制 物体 转动 的 支 座 称 为 ( A. 
А. 光滑 面 В. [54 с. 固定 端 D. AZ 
(3) 杆 件 在 一 对 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 与 杆 轴线 重合 的 外 力作 用 下 ， 杆 件 产 生 
的 变形 称 为 ( ) ЖУ. 


А. ği В. 弯曲 C.， 轴 向 拉 伸 与 压缩 D， 捏 转 
(4) 由 若干 根 直 杆 在 其 两 端 用 铵 连接 而 成 的 结构 称 ( ) 结 构 。 
А. RA B. 组 合式 с. #Җ р. HRA 
(5) 作用 力 与 反作用 力 总 是 大 小 相等 、 方 向 相反 、 沿 同一 直线 分 别 作用 在 这 ( A 
ЖЕ. 
А. — В. = С р. 四 
三 、 判 断 题 


(1) 物体 相对 于 地 球 保持 静止 的 状态 称 为 平衡 ， 

(2) 刚体 是 指 在 外 力作 用 下 变形 很 小 的 物体 。 

(3) 凡是 两 端 用 贸 链 连接 的 直 杆 都 是 二 力 杆 。 

(4) 作用 力 与 反作用 力 总 是 方向 相同 。 

(5) 如 果 作 用 在 刚体 上 的 三 个 力 共 面 且 汇 交 于 一 点 1 则 刚体 一 定 平衡 。 
(6) 作用 在 物体 上 的 为 可 以 沿 作用 线 移动 “对 物体 的 作用 效果 不 变 。 
(7) 合力 一 定 到 分 力 大 。 

四 、 主 观 题 


(1) 如 图 1.29 所 示 , 一 小 球 用 绳 4B、AC $i, 重力 С 为 200N， 试 用 力 的 平行 四 边 形 
法 则 求 出 两 种 情况 下 各 绳 的 拉力 。 
(2) 如 图 1.30 所 示 ， 务 出 各 图 中 物体 4 的 受 力图 ， 各 接触 面 均 为 光滑 面 。 





(a) (b) 
图 1.29 ”主观 题 (1) 图 图 1.30 ”主观 题 (2) 图 


(3) 如 图 1.31 所 示 ， 画 出 各 图 中 4B 杆 的 受 力图 ， 各 接触 面 均 为 光滑 面 。 
(4) 如 图 1.32 所 示 ， 画 出 各 图 中 АВ 杆 的 受 力图 . 
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з 1* E 


CAA 
EJB 
С 
B 
D 
4 G 2 
(а) (b) 


1.31 ”主观 题 (3) 图 








(a) (b) 
图 1.32 主观 题 (4) 图 


(5) 画 出 图 1.33 中 梁 4B 的 受 力图 。 
(6) Š kA 1.34 中 构件 АВС 的 受 办 图 (用 三 力 平 衡 汇 交 定 理 )。 

















图 1.33 RAGA 图 1.34 ”主观 题 (6) 图 
(7) 如 图 1.35 所 示 ， 画 出 物体 整体 的 受 力图 。 未 画 重力 的 物体 的 质量 均 不 计 ， 所 有 接 
触 面 均 为 光滑 面 。 
(8) 如 图 1.36 所 示 ， 画 出 其 中 每 个 标注 字母 的 物体 及 整体 的 受 力 图 。 未 画 重 力 的 物体 
的 质量 均 不 计 ， 所 有 接触 面 均 为 光滑 面 。 








DF 
А Ee 

(a) (b) (a) (b) 

图 1.35 ”主观 题 (7) 图 图 1.36 ”主观 题 (8) 图 


À 
Ш 


建筑 力学 (第 三 版 ) 


(9) 画 出 图 1.37 整体 和 各 杆 件 的 受 力图 。 





图 1.37 主观 题 (9) 图 
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第 人 章平 面 力 系 合成 及 平衡 





理解 用 力 的 多 边 形 求解 平面 汇 交 力 系 的 合力 与 平衡 问题 ， 掌 握力 与 投影 的 异同 点 ， 理 
解 合力 投影 定理 ;掌握 力矩 的 计算 ， 理解 力 偶 定义 及 基本 性 质 ， 掌 握 平面 力 偶 系 的 合力 偶 
与 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 ， 掌 握力 的 平移 定理 及 平面 一 般 力 系 的 简化 方法 ， 人 掌握 主 矢 和 主 
和 矩 的 概念 及 计算 ， 理解 平面 一 般 力 系 的 合力 矩 定 理 ; 掌握 用 解析 法 求解 平面 汇 交 力 的 合成 
与 平衡 问题 ; 掌握 平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 及 其 应 用 , 掌握 物体 系统 平衡 问题 的 解 题 方法 。 















所 占 比 重 















用 力 的 多 边 形 、 解 析 法 求解 平面 汇 交 力 系 的 合力 
(2) 力 在 坐标 轴 上 的 投影 20% 
3) 能 用 解析 法 求解 汇 交 力 系 
(1) 理解 力矩 的 定义 

(2) 力 对 点 之 矩 的 计算 

(3) 理解 力 偶 及 基本 性 质 

(4) 能 够 计算 平面 力 偶 系 的 合力 偶 与 平面 力 偶 系 平衡 
(Т) 能 够 计算 平面 一 般 力 系 主 失 和 主 矩 

(2) 能 够 运用 平衡 条 件 进行 物体 、 物 体系 平衡 问题 的 60% 
分 析 


力 在 坐标 轴 上 的 投影 合力 投影 
定理 、 汇 交 力 系 的 合力 、 汇 交 力 
系 的 解析 条 件 






力矩 的 单位 及 其 正 负 号 ， 力 偶 及 
基本 性 质 、 平 面 力 偶 系 的 合力 偶 
与 平衡 条 件 


20% 










力 的 平移 定理 、 主 矢 和 主 和 矩 的 概 
Ж: 平面 一 般 力 系 的 平衡 条 件 、 
物体 系 受 力图 的 绘制 及 平衡 条 件 




















- 般 力 系 的 简化 、 物 体 和 物体 系 平衡 














平面 汇 交 力 系 的 合成 和 平衡 条 件 及 其 应 用 、 平 
问题 的 分 析 。 
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ИА 生活 知识 提 点 
在 日 常生 活 中 ， 左 手提 一 较 重 的 物体 时 ， 身 体 向 左 侧 儿 ， 人 感到 很 吃力 。 要 把 物体 分 
成 两 半 ， 分 别 用 两 只 手提 ， 人 感到 较为 轻松 。 这 是 为 什么 7 下 面 我 们 来 进行 讨论 。 


A 引 例 


如 图 2.1 所 示 ， 横 梁 АС 为 刚性 杆 ，4 端 为 匀 支 ， C 端 用 一 
钢 索 BC 国定 ,已 知 4C 梁 上 所 受 的 均 布 荷载 集 度 为 9= 30kN/m， 
试 求 横梁 АС 所 受 的 约束 力 。 

通过 画 受 力 分 析 图 , 可 以 分 析出 横梁 АС 既 受 到 均 布 荷载 9 
的 作用 ， 也 受到 儿 向 钢 索 BC 的 拉力 ; 还 有 支 座 4 处 的 固定 贸 
支 座 的 约束 ， 是 一 个 平面 一 般 力 系 。 





N 
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= 
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力 在 平面 坐标 轴 上 的 投影 


设 力作 用 在 物体 上 的 4 点 ， 在 力 环 作 用 线 所 在 的 平面 内 取 直 角 坐 标 系 xOy， 如 图 2.2 
所 示 。 从 力 F 的 两 端点 4 和 B 分 别 向 x 轴 和 y 轴 作 垂 线 ， i 
#НЕД а, ра, b's RE ab 称 为 力 F 在 x 轴 上 的 投影 ， pr| 
用 下 .表示 ,线段 ab' МУ ЕЕ у Б, Н Е, бт. 于 | 

若 已 知 力 的 大 小 为 F， 它 和 x 轴 的 夹 角 为 xc (СВЕН), шс 











则 力 在 轴 上 的 投影 F. 和 FF 可 按 下 式 计算 : H 
Е, =+Есоѕа 2-1 а! 
Е, =+Еѕіпа en о 





投影 的 正 负 号 规定 如 下 : 若 由 a 2] b (或 由 a 到 4b) 的 指 
与 坐标 轴 正 向 一 致 时 ， 力 的 投影 取 正 值 ; 反之 ， 取 负 值 。 

车 已 知 力 F 在 x 轴 和 yy 轴 上 的 投影 分 别 为 和 下,, E 
Ч 2.2 的 几何 关系 即 可 求 出 力 环 的 大 小 和 方向 ， 即 


F= |F +F? 


F, 0-2) 
网 





п 





图 2.2 力 的 投影 图 












































апа = 
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L 应 用 案例 2-1 


在 物体 上 的 O、4、B、C、DD 点 ， 分 别 作 用 力 Е. Е. F Е. Fs 1 23 所 示 ， 各 
ЖИЙ ХЗ Е = В = Е = Е,= Fs 二 20N， 各 力 的 方向 如 图 所 示 ， 求 各 力 在 x、y 轴 上 的 投影 。 
a 








图 2.3 应 用 案例 2-1 图 
【和 解 〗 由 式 (2-1) 得 各 力 在 x 轴 上 的 投影 为 
Fix = Еу cos 45° = 20N х 0.707 = 14.14N 
Fx = -Е›.сов 0° = -20N x 1 = -20N 
Ез, = Ез соѕ 60° = -20N x 0.5 三 -10N 
Fi = Fa cos 90° = 203 0 = ON 
Fs«= Fs cos 30° = 203х 0.866 = 17.32N 
各 力 在 轴 上 的 投影 为 
Fiy = F; sin 45° =20N х 0.707 = 14.14N 
F», = F> sin 0° = 20N x 0 = 0N 
Ез = -Ез sin 60° = -20N х 0.866 = -17.32N 
Fy = Fa sin 90° = 20N х 1 = 20N 
Fs, = -F; sin 30° = -20N x 0.5 = -10N 
【案例 点 评 】 
(1) #7 FAA mH х 轴 ( 或 y 轴 ) 平 行 时 ,下 的 投影 (或 Еу {ЕБ Е КЛ; 当 
A FHAA xA y AEE, FURRY F FEAR 
(2) 计算 时 需 注意 准确 判断 投影 的 正 负 号 。 


平面 汇 交 力 系 的 合成 与 平衡 


在 建筑 工程 中 所 遇 到 的 很 多 实际 问题 都 可 以 简化 为 平面 力 系 来 处 理 。 若 作用 在 刚体 上 各 
力 的 作用 线 都 在 同一 平面 内 ， 且 汇 交 于 同一 点 ， 该 力 系 称 为 平面 汇 交 力 系 ， 如 图 2.4 所 示 。 

1. 平面 汇 交 力 系 的 合成 

作用 在 物体 上 某 一 点 的 两 个 力 ， 可 以 合成 为 作用 在 该 点 的 一 个 合力 ， 合 力 的 大 小 和 方 
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向 由 这 两 个 力 为 邻 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 对 角 线 来 确定 ， 这 就 是 平行 四 边 形 法 则 ， 如 
到 2.5 所 示 ， 其 矢量 表达 式 为 Fr = Fi + Fro 






































F, 
D € 
A F, 
Fy Е; КУ. 
ja А 
(а) (b) F, 
图 2.4 平面 汇 交 力 系 示意 图 825 力 平行 四 边 形 图 
平行 四 边 形 法 则 总 结 了 最 简单 力 系 的 合成 规律 ， 其 逆 运 算 就 是 力 的 分 解法 则 。 在 求 合 


J Fa 的 大 小 和 方向 时 ， 不 必 画 出 平行 四 边 形 ABCD， 而 是 画 出 三 角形 48C 或 4DC 即 可 ， 
这 称 为 力 的 三 角形 法 则 。 

当 求 两 个 以 上 汇 交 力 系 的 合力 时 ,可 连续 应 用 力 的 三 角形 法 则 。 如 图 2.6(a) 所 示 ， 墙 上 
的 О 点 处 受到 一 组 汇 交 力 (Fx_sF;、F3、Fa) 作 用 。 对 该 汇 交 为 系 ， 连 续 应 用 三 角形 法 则 ， 
得 合力 Fk， 如 图 2.6(b) 所 示 ; 合力 矢量 表达 式 为 FSF + F+ F+ Е. 
























图 2.6 力 多 边 形 图 
边 形 法 则 (三 角形 法 则 ) 求 解 平 面 汇 交 力 系 的 合力 具有 直观 明了 的 优点 ， 但 














运用 平行 四 
要 求 作 图 准确 ， 否 则 将 产生 较 大 的 误差 ， 尤 其 是 多 个 力 合成 时 ， 为 了 能 比较 简便 有 效 地 得 
到 准确 的 结果 ， 多 采用 前 述 力 在 坐标 轴 上 投影 的 方法 。 
运用 力 在 平面 坐标 轴 上 的 投影 原理 ， 则 合力 Fk 向 x 轴 、y 轴 投影 可 以 表达 为 
PAA 
0-3) 
Fp =Е,+Е,+--+Е, = УЕ, 







































































上 式 就 是 合力 投影 定理 。 
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合力 投影 定理 : 合力 在 坐标 轴 上 的 投影 ， 等 于 各 分 力 在 同一 轴 上 投影 的 代数 和 。 
由 合力 投影 定理 可 以 求 出 平面 汇 交 力 系 的 合力 。 若 刚体 上 作用 一 已 知 的 平面 汇 交 力 系 (F， 
Е, Ез, 0, Е,), Ш 2.7(a) 所 示 ， 根 据 合力 投影 定理 可 求 出 Fa.、Fr,， 如 图 2.7(b) 所 示 。 
















































































(a) 





图 2.7 平面 汇 交 力 系 示意 图 
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合力 的 大 小 和 方向 为 


tang = 








Fa 
式 中 ，Q 一 一 合力 Fg 与 x 轴 所 夹 的 锐角 ， 具 体 指向 可 由 Free Fry 正 负 确 定 。 
/ 
> 应 用 案例 2-2 


如 图 2.8(a) 所 示 ;%O 点 受 Fl、F，,、 户 三 个 力 的 作用 。 若 已 知 Fl = 732М, Р, = 7323, 
三 =2000N， 才 为 方向 如 图 所 示 。 试 求 其 合 为 的 大 小 和 方向 。 

















28 应 用 案例 2-2 图 


【 解 】(1) 建立 图 2.8(a) 所 示 的 平面 直角 坐标 系 。 
(2) 根据 力 的 投影 公式 ， 求 出 各 力 在 x 轴 、y 轴 上 的 投影 。 
Fix = 732N 
Fx=0 
Ез, = -Ес0530° = -2000N x м = -17323 
Fi,=0 
Fy = 7323 
Ез = -Езѕіп30° = -2000М х 0.5 = –10003 


ЕБ] 
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(3) 由 合力 投影 定理 求 合力 : 
Fps = Fix + Fu + Ез, = (132 + 0-— 1732)N = -1000N 
Fry = Fiy + Fay + F= (0 - 732- 1000)N = -1732N 
则 合力 大 小 为 





F= [FR + Fẹ, = (=1000)? +(-1732) N=2000N 


由 于 FRe、Fgy 均 为 负 ， 则 合力 下 指向 左下 方 ， 如 图 2.8(b) 所 示 ， 它 与 x Жа 
= 030. 732 
及 | 11000 


а= 60° 


tang = 








【案例 点 评 】 

(1) 在 求解 合力 Fa:、FRy 时 ， 各 分 力 的 方向 ( 正 负 号 ) 必 须 注意 ;否则 将 出 现 合力 计算 
错误 。 

(2) 在 求解 合力 方向 时 ， 需 根据 Ра, 和 FR， 分 力 的 正 负 号 判断 合力 所 在 象限 ， 其 夹 角 大 
小 由 计算 公式 确定 。 

2， 平 面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 

工程 中 屋 架 、 棉 架 、 托 架 若 不 考虑 施工 制作 误差 ， 各 杆 件 都 汇 交 于 结 点 。 Е 
荷载 作用 下 ， 各 杆 皆 为 简单 的 拉 压 杆 件 ;由 杆 件 的 内 力 和 结 点 上 的 外 荷载 组 成 了 平面 汇 交 
力 系 。 通 过 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 ， 可 以 由 已 知 的 外 荷载 求 出 未 知 的 杆 件 内 力 ， 以 指导 
工程 结构 设计 。 

由 二 力 平衡 条 件 可 知 ; 平面 汇 交 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 合力 Fr 为 零 。 由 此 可 以 
推断 合力 在 任意 两 个 直角 坐标 上 的 投影 也 必定 为 零 ， 即 
























56-0 0-5) 
Ук -0 
式 (2-5) 称 为 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 。 这 是 两 个 独立 方程 ， 每 一 个 方程 可 以 求解 一 个 未 知 








量 ， 即 求解 出 一 个 未 知 力 。 
通常 利用 平衡 条 件 可 以 解决 两 类 工程 问题 : 
(1) 检验 刚体 在 平面 汇 交 力 系 作用 下 是 否 平衡 ; 
(2) 刚体 在 平面 汇 交 力 系 作用 下 处 于 平衡 时 ， 求 解 其 中 任意 两 个 未 知 力 。 


Ма, 特别 提示 

力 的 投影 与 力 的 分 解 是 不 相同 的 ， 前 者 是 代数 量 ， 后 者 是 矢量 ; 投影 无 作用 点 ， 而 分 
力 必须 作用 在 原 力 的 作用 点 。 在 图 2.2 中 ， 力 下 沿 直角 坐标 轴 分 解 为 Fi FANDA, 
其 大 小 分 别 等 于 该 力 在 相应 坐标 轴 上 的 投影 到 和 有 瓦 的 绝对 值 ， 但 其 分 力 是 失 量 .和 Е,. 
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222 应 用 案例 2-3 
ЖЖ AC 和 BC 吊 起 一 重 物 如 图 2.9(a) 所 示 ， 重 物 重 Fa = 10kKN， 绳 与 水 平面 的 夹 角 都 








36 


第 = рл ЗУБ 








等 于 45°。 试 求 强 的 拉力 Frs Ер. 





(а) (b) (с) 

图 2.9 应 用 案例 2-3 图 
EIO 取 重 物 为 研究 对 象 ， 选 坐标 轴 如 图 2.9(b) 所 示 。 
(2) 画 受 力图 ， 重 物 重 FE6， 绳 子 4C 和 BC 的 约束 反 力 分 别 为 Fr、FTr>， 
(3) 列 平衡 方程 。 
由 平衡 方程 可 得 

УЕ =0 Fricos45° – Ёт›со$45° = 0 
УЕ =0 Епѕіп45° + Frsin45° — Ес = 0 
(4) 解 方程 求 未 知 量 。 
Ет = Ет 
2Етц5іп45° — Ез = 0 


РЕГ Ет -2 Ес = 0.707 x IOkN =7.07kN 


【案例 点 评 】 
由 于 BC 和 XC 相互 垂直 ， 若 取 坐 标 轴 x、y 轴 分 别 通过 BC 和 4C， 如 图 2.9(c) 所 示 ， 
则 解 题 时 可 以 直接 求 出 Fro Fo RE. 
УЕ =0 Fr- Ессоѕ45° = 0 
УЕ,=0 Fr- Есѕіп45° = 0 
Frı = Есѕіп45° = 7.07kN 
Fr = Ессоѕ45° = 7.07К№ 

















A 应 用 案例 2-4 


如 图 2.10(a) 所 示 构 架 由 4B 和 4C 组 成 А. В. 三 点 为 贸 接 ，A 点 悬挂 自重 为 Fa 的 
重 物 ， 若 杆 4B 和 4AC 自重 忽略 不 计 ， 试 求 杆 4B 和 4C 所 受 内 力 。 

UENO 取 结 点 4 为 研究 对 象 ， 选 坐标 轴 如 图 2.10(b) 所 示 。 

(2) 画 受 力图 ， 重 物 自重 FG6， 杆 件 АВ 和 АС 约束 反 力 分 别 为 Fras Fraco 

(3) 列 平衡 方程 。 

由 平衡 方程 得 
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УЕ, =0 -Еҹассоѕ60° -Fragcos30°=0 
УЕ =0 -Fuacsin60° + Fyagsin30° - Fo = 0 





(а) (b) 
图 2.10 三 角 构架 图 
(4) 解 方程 求 未 知 量 。 
Fyac =- V3 Pah 


МЗ Fs * ур AN lor 
2 2 


得 到 
Е, 
Fyag 27 
3 
Fuc=-V3Fhip=- £ Ев 
【案例 点 评 】 





(1) 本 案例 题 中 ， 在 画 受 力图 时 ， 假 设 4B 和 АС 杆 都 为 拉杆 ， 由 平衡 条 件 得 到 计算 结 








Ж АВ 杆 为 正 , “说 明 杆 件 实际 受 力 方向 与 假设 方向 相同 ，4B 杆 是 拉杆 ; 而 4C 杆 计算 结果 
为 负 ， 说 明 杆 件 实际 受 力 方 向 与 假设 方向 相反 ，AC 杆 为 压 杆 。 

(2) 在 建立 坐标 系 时 ， 也 可 取 АВ 所 在 轴线 为 x 轴 ，AC 所 在 轴线 为 y 轴 ， 计 算 结果 是 
一 样 的 ， 




















1 РЕ] = 
_ Е 


在 日 常生 活 和 生产 实践 中 ,人 们 发 现 力 对 物体 的 作用 ， 除 能 使 物体 产生 
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移动 外 ， 还 能 使 物体 产生 转动 。 例 如 ， 用 手 推 门 ， 用 杠杆 等 机 械 搬 运 或 提升 物体 等 ， 如 图 
2.11 所 示 用 扳手 拧 螺 母 ， 通 过 物体 的 转动 拧紧 螺母 。 由 实践 经 验 可 知 ， 力 FF 使 扳手 产生 绕 
螺母 中 心 О 点 的 转动 效应 ， 此 转动 效应 的 大 小 不 仅 与 力 环 的 大 小 成 正比 ， 而 且 与 力 的 作用 
线 到 O 点 的 垂直 距离 d 成 正比 。 因 此 规定 ， 用 力 ЕУ а 的 乘积 来 度量 力 Е 使 扳手 绕 О 点 
的 转动 效应 ， 称 为 力 正 对 О 点 之 矩 ， 简 称 力 矩 ， 用 符号 МОР), ВШ 
Mo(F)=+Fd (2-6) 

Ж, ОЖ “о”, 4d 称 为 “ 力 辟 ”。 

力矩 的 正 负 规 定 为 : 力 使 物体 绕 矩 心 逆 时 针 方 
向 转动 为 正 ， 反 之 为 负 。 с 
可 见 ， 在 平面 问题 中 ， 力 对 点 之 矩 包含 力矩 的 oA 
大 小 和 转动 方向 (以 正 负 表示 )， 因 此 ， 力 和 矩 为 代数 
值 。 前 者 度量 力 使 物体 产生 转动 效应 的 大 小 ， 后 者 图 2.11 FHRA 
表示 转动 方向 。 力 和 矩 的 单位 是 牛 。 米 N。m)。 
由 力矩 的 定义 式 可 知 ， 力 矩 有 下 列 性 质 ， 
(1) 力 对 和 抢 心 之 矩 ， 不 仅 与 力 的 大 小 和 方向 有 关 ，_ 而 且 与 矩 心 的 位 置 有 关 ; 
(2) 力 沿 其 作用 线 滑 移 时 ， 力 对 点 之 矩 不 变 ; 
(3) 力 的 作用 线 通过 拢 心力 矩 为 零 。 


/ 
一 应 用 案例 2-5 


在 工程 实践 中 ， 大 小 相等 的 三 个 力 ， 以 不 同 的 方向 加 在 扳手 的 4 端 ， 如 图 2.12(a)、(b)、 
(с). 车 所 = 100N， 其 他 尺寸 如 图 2.12 所 示 。 试 求 三 种 情形 下 力 对 O 点 之 矩 。 

























































































2.12 ”应 用 案例 2-5 图 


【 解 〗 三 种 情形 下 ， 虽 然 力 的 大 小 、 作 用 点 均 相同 ， 矩 心 也 相同 ， 但 由 于 力 的 作用 线 方 
向 不 同 ， 因 此 力 臂 不同 ， 所 以 力 对 O 点 之 矩 也 不 同 。 
对 于 图 2.12(a) 中 的 情况 ， 力 辟 d= 200cos30?mm， 故 力 对 О 点 之 矩 为 
Mo(F)=-Fd=-100 х 200 x 10°cos30°N • m =-17.3N • m 
对 于 图 2.12(b) 中 的 情况 ， 力 辟 d=200sin30°mm, УХО 点 之 矩 为 
МАР) = Еа = 100 х 200 х 10°sin30°N • т = 103 • m 
对 于 图 2.12(c) 中 的 情况 ， 力 辟 4=200mm， 故 力 对 O 点 之 矩 为 
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Mo(F) =-Fd = —100 х 200 x 10°N • m =-20N • m 
【案例 点 评 】 
由 此 可 见 ， 在 三 种 情形 中 ， 以 图 2.12(c) 中 的 力 对 О 点 之 算数 值 最 大 ， 工 作 效 应 最 高 ， 
这 与 实践 经 验 是 一 致 的 。 








БЛ 

BS РЕР в 

[OP sh- 

【参考 图 文 】 在 日 常生 活 中 ， 常 见 物体 同时 受到 大 小 相等 ,方向 相反 ， 作 用 线 互相 平 














行 的 两 个 力作 用 。 例 如 ， 用 手 拧 水 龙头 [图 2.13(aj] 和 汽车 司机 用 手 转动 方向 盘 [ 图 2.13(b)]， 
PAN FA F 就 是 这 样 的 力 。 在 力学 上 ， 把 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 相互 平行 的 一 对 
力 称 为 力 偶 ， 并 记 为 (F，F"')。 

















92.13 力 偶 应 用 示意 图 


力 偶 使 刚体 产生 的 转动 效应 用 力 偶 矩 来 表达 。 它 等 于 用 其 中 一 个 力 的 大 小 和 两 个 力 之 

间 的 垂直 距离 的 乘积 来 度量 ，” 记 为 MLF，F' )。 考虑 到 物体 的 转向 ， 力 侦 矩 可 写成 为 
М=+Ей (2-7) 

力 偶 矩 的 正 负 号 规定 与 力矩 规定 一 样 ， 使 物体 绕 矩 心 逆 时 针 方向 转动 为 正 ; 反之 为 负 。 

在 平面 问题 中 ， 力 偶 矩 也 是 代数 量 。 力 偶 矩 的 单位 与 力矩 单位 相同 ， 即 牛 * 米 GN.m)。 
力 偶 是 由 一 对 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 不 在 同一 条 直线 上 的 两 个 力 组 成 ， 故 其 有 以 下 特性 ; 

(Т) 力 偶 在 其 作用 面 内 对 任 一 轴 的 投影 的 代数 和 为 零 ; 

(2) 力 偶 对 其 作用 面 内 任 一 点 之 矩 ， 与 矩 心 位 置 无 关 ， 人 恒 等 于 力 偶 托 。 


Ма, 特别 提示 

(1) 力 偶 没 有 合力 ， 一 个 力 偶 既 不 能 用 一 个 力 代 替 ， 也 不 能 和 一 个 力 平 衡 。 力 偶 在 任 
一 轴 上 投影 的 代数 和 为 零 。 

(2) 只 要 力 偶 矩 保持 不 变 ， 力 偶 可 在 其 平面 内 任意 移 转 ; 或 者 可 以 同时 改变 力 偶 中 力 
的 大 小 和 力 臂 的 长 短 ， 力 偶 对 物体 的 作用 效应 不 变 。 

(3) 与 力 的 三 要 素 类 似 ， 力 偶 矩 的 大 小 、 力 偶 的 转向 和 力 偶 的 作用 面 也 称 为 力 偶 的 三 
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平面 力 偶 系 的 合成 与 平衡 


1. 平面 力 偶 系 的 合成 


作用 在 同一 物体 上 的 若干 个 力 偶 组 成 一 个 力 偶 系 ， 若 力 偶 系 中 各 力 偶 均 作 用 在 同一 平 
面 ， 则 称 为 平面 力 偶 系 。 

既然 力 偶 对 物体 只 有 转动 效应 而 无 移动 效应 ， 而 且 转 动 效 应 由 力 偶 矩 来 度量 ， 那 么 平 
面 内 有 若干 个 力 偶 同 时 作用 时 (平面 力 偶 系 )， 也 只 能 产生 转动 效应 而 无 移动 效应 ， 且 其 转 
动 效应 的 大 小 等 于 力 偶 转 动 效 应 的 总 和 。 可 以 证 明 , 平面 力 偶 系 合成 的 结果 是 一 个 合力 偶 ， 
其 合力 偶 矩 等 于 各 分 力 偶 矩 的 代数 和 ， 即 


М=М+М+ … +М„= M (2-8) 
ч Ма, 特别 提示 


力矩 和 力 偶 都 能 使 物体 转动 ， 但 力矩 使 物体 转动 的 效果 与 答 心 的 位 置 有 关 ， 力 作用 线 
到 拢 心 的 距离 不 同 ， 力 矩 的 大 小 也 不 同 ; 而 力 偶 就 无 所 谓 大 心 ， 它 对 其 作用 平面 内 任 一 点 
的 矩 都 一 样 ， 都 等 于 力 偶 矩 。 
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> 应 用 案例 2-6 


某 物体 受 三 个 共 面 力 偶 的 作用 兴 如 图 2.14 所 示 ， 试 求 其 
合力 偶 。 已 知 Fi=9kN, di=1m, 5 = 6kN, d;=0.5m; M3= 
-12kN • т. 

【 解 】 мМ=-5 а= 9 х 1КМ + т = 9 m 

М = Fz * d= 6 х 0.5KN • m =3kN * m 

HAHA 

M= M; + Mı + M; = (-9 + 3 – 12)kN • т =-18kN • т 

【案例 点 评 】 

力 偶合 成 后 仍然 是 力 偶 。 





图 2.14 应 用 案例 2-6 图 


2. 平面 力 偶 系 的 平衡 条 件 


若 平面 力 偶 系 的 合力 偶 矩 为 零 ， 则 物体 在 该 力 偶 系 的 作用 下 将 不 产生 转动 而 处 于 平衡 
状态 ; 反之 ， 若 物体 在 平面 力 偶 系 作用 下 处 于 平衡 状态 ， 则 该 力 偶 系 的 合力 偶 矩 肯定 为 零 。 
故 平面 力 偶 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 是 : 力 偶 系 的 合力 偶 矩 等 于 零 ， 即 
>M=0 (2-9) 
式 (2-9) 称 为 平面 力 偶 系 的 平衡 方程 。 平 面 力 偶 系 只 有 一 个 独立 的 平衡 方程 ， 只 能 求解 一 个 
未 知 量 。 
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:一 应 用 案例 2-7 
某 梁 受 一 力 偶 作 用 ， 其 力 偶 矩 M= 1000N。m， 如 图 2.15(a) 所 示 ， 已 知 梁 长 4B = 4m， 
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试 求 支 座 4 和 B 的 反 力 。 


И Е, F, 
A B M 
4000 4000 
(a) (b) 


图 2.15 梁 AB 示意 图 
【 解 】(1) ЖЖ АВ 为 研究 对 象 。 
(2) 画 梁 4B 的 受 力图 ， 如 图 2.15(b) 所 示 。 梁 4B 仅 受 一 主动 力 偶 M 作 用 ， 则 4、 下 两 
处 也 将 组 成 力 偶 与 已 知 力 偶 平 衡 ， 则 支 座 B 的 反 力 可 直接 确定 方向 %、 根据 力 偶 必须 由 力 偶 
来 平衡 ， 所 以 支 座 4 的 反 力 也 能 确定 为 垂直 向 下 ， 与 支 座 .B 的 反 力 构成 约束 反 力 偶 。 
(3) 列 平衡 方程 。 














>M=0 4F4= М=0 
(4) 解 方程 ， 得 
Fa Ea 250N Ец = Ев = 2503 


【案例 点 评 】 
力 偶 必须 且 仅 能 由 力 偶 来 平衡 、 


СА 应 用 案例 2-8 


平面 机 构 OQ4BC; 如 图 2.16(a) 所 示 , 已 知 作用 在 ОА 杆 上 的 力 偶 矩 为 Wi, 为 使 机 构 在 w= 
B=45° 时 处 于 平衡 状态 . 试 求 作用 在 BC 杆 上 的 力 偶 矩 M2. 设 O4 长 度 为 a，BC 杆 长 度 为 
b， 各 杆 重量 与 摩擦 不 计 .。 





Ti 





(a) (b) (с) 
216 ”应 用 案例 2-8 


【 解 】(1) 分 别 取 ОА 和 BC 为 研究 对 象 ， 并 画 受 力图 如 图 2.16(b)、(c) 所 示 ， 由 于 
AB 杆 为 二 力 杆 ,所 以 Fr、 琴 都 平行 于 连 村 4B， 因而，O、C 两 点 的 约束 反 力也 都 平行 


于 杆 4B。 
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(2) 根据 图 2.16(b)， 列 平衡 方程 。 
> M=0 ЕтОАсоз45°-Му=0 
(3) 解 方程 ， 得 
M, 
od 
(4) 根据 图 2.16(c)， 列 平衡 方程 。 
>M=0 №-ЕВС=0 

(5) 解 方程 ， 得 





м.=Еъ- М? = рм, 

асоѕ45° а 
【案例 点 评 】 
通过 以 上 例题 ， 可 以 总 结 出 求解 平面 力 偶 系 平衡 问题 的 关键 点 是 : 力 偶 只 能 和 力 偶 平 


1， 从 这 一 要 点 出 发 便 可 以 解决 问题 。 


其 基本 步骤 如 下 。 
(1) 选取 研究 对 象 画 受 力图 。 一 般 情 况 下 ， 首 先 选 有 主动 力 偶 作用 的 构件 为 研究 对 象 ， 




















画 出 受 力 分 析 图 ， 再 分 析 它 们 和 待 求 未 知 力 的 关系 、 


们 看 成 平面 结构 。 图 2.17(a) 中 承受 均 布 荷载 的 梁 支 承 在 砖 墙 上 ， 可 简化 为 两 端 铵 接 的 平面 
简 支 梁 。 图 2.17(b) 中 的 雨 篷 挑 粱 可 简化 为 一 端 固定 的 平面 悬臂 梁 。 图 2.17(c) 中 的 双 杠 也 可 
简化 为 两 端 铵 接 的 外 伸 梁 。 








D 列 方 程 求 解 要 注意 力 偶 的 正 负 。 计 算 结果 中 出 现 负 号 时 ， 说 明 假 设 方向 与 实际 相反 。 





工程 中 有 很 多 结构 ， 其 厚度 远 小 于 其 他 两 个 方向 的 尺寸 ， 以 致 可 以 忽略 其 厚度 而 将 它 
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А, 




















(а) 
图 2.17 三 种 简单 梁 的 支承 情况 示意 图 (一 ) 
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(b) 
双 杆 横 杆 
A B 
[а] [а] л ка 
0 "я (с) 
【参考 图 文 】 


图 2.17 三 种 简单 梁 的 支承 情况 示意 图 (二 ) 
若 各 力 系 作用 线 在 同一 平面 内 ， 既 不 完全 汇 交 ， 也 不 完全 平行 ， 称 为 平面 一 般 力 系 。 
若 力 系 和 结构 都 在 同一 平面 ， 就 是 平面 三 般 力 系 作 用 下 的 平面 结构 。 


平面 一 般 力 系 的 简化 


1， 力 的 平移 定理 









































对 于 刚体 ， 在 刚体 上 的 力 沿 其 作用 线 滑 移 时 的 等 效 性 质 称 为 力 的 可 传 性 ， 而 力 的 作 上 
平行 移动 后 ,将 改变 力 对 刚体 的 作用 效果 > 作用 于 刚体 上 的 力 可 向 刚体 上 任 一 点 平移 ， 
需 附 加 一 力 偶 ， 才 能 保持 作用 效果 同 原 结构 ， 此 力 偶 矩 等 于 原 力 对 平移 点 之 矩 ， 这 
就 是 力 的 平移 定理 。 这 一 定理 可 用 图 2.18 表示 ， 图 2.18(a) 为 原 结构 ， 图 2.18(b) 为 原 结构 在 
О 点 加 上 一 对 大 小 相等 ， 方 向 相反 ， 作 用 点 相同 的 力 FF、F"， 则 不 会 改变 原 结构 的 受 力 情 
W HE 2.18(0) 可 知 ，F、F" 组 成 了 力 偶 Mo， 三 个 图 的 受 力 等 效 由 图 2.18(a) 一 (c) 完 成 了 
力 的 平移 过 程 。 










































































(a) (с) 











图 2.18 力 的 平移 示意 图 
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应 用 力 的 平移 定理 时 必须 注意 : 
(1) 力作 用 线 平 移 时 所 附加 的 力 偶 矩 的 大 小 、 转 向 与 平移 点 的 位 置 有 关 ; 
(2) 力 的 平移 定理 只 适用 于 刚体 ， 对 变形 体 不 适用 ; 

(3) 力 的 作用 线 只 能 在 同一 刚体 内 平移 ， 不 能 平移 到 另 一 刚体 ; 

(4) 力 的 平移 定理 的 逆 定 理 也 成 立 。 
由 力 的 平移 定理 ， 可 以 将 一 个 力 分 解 为 一 个 力 和 一 个 力 偶 ; 也 可 以 将 同一 平面 内 的 一 
个 力 和 一 个 力 偶合 成 一 个 力 ， 合 成 过 程 就 是 图 2.18 的 逆 过 程 。 

力 的 平移 定理 是 力 系 向 一 点 简化 的 理论 依据 ， 也 是 分 析 力 对 物体 作用 效应 的 一 个 重要 
方法 。 例 如 ， 在 设计 单 层 工业 厂房 的 柱子 时 ， 通 常 要 将 作用 于 牛 腿 上 的 力 Fp[ 图 2.19(a)]， 
平移 到 柱子 的 轴线 上 [图 2.19(b)]。 容易 看 出 ， 轴 向 力 Fp 使 柱 产 生 压缩 效应 ,而 力 偶 M 使 柱 
产生 弯曲 效应 ， 该 柱 实际 受到 偏心 压力 的 作用 。 
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а) г 
图 2.19 工业 厂房 柱 示意 图 【参考 图 文 】 


2. 平面 力 系 的 简化 


在 不 改变 刚体 作用 效果 的 前 提 下 ， 用 简单 力 系 代替 复杂 力 系 的 过 程 ， 称 为 平面 力 系 的 
简化 。 设 刚体 上 作用 着 平面 一 般 力 系 Fl，F,，F3，…，F,， 如 图 2.20(a) 所 示 。 在 力 系 所 在 
平面 内 任 选 一 点 О 作为 简化 中 心 ， 并 根据 力 的 平移 定理 将 力 系 中 各 力 平移 到 О 点 ,同时 附 
加 相应 的 力 偶 。 于 是 原 力 系 等 效 地 简化 为 两 个 力 系 : 作用 于 О 点 的 平面 汇 交 力 系 А, 
Еу, е, F| 和 力 偶 矩 分 别 为 MI，M2;，…，M,, 的 附加 平面 力 偶 系 ， 如 图 2.20(b) 所 示 。 其 
Ф: ЕК'=Е,, Fr=P, е, Е = Е; Mi= MoF), М = МОР), *, M,= МОЕ,)- 
ЗСЖ Е, Fj, с, Е 7), ААИ, WI Fx ， 









































ЕЕ ++ = ЖЕ, =УЕ=УЕ 
其 作用 点 在 简化 中 心 0， 大 小 、 方 向 可 用 解析 法 计算 ， 即 
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和 
R, =F, +F, t +F, = УЕ, 


F, = [FEFFE = (Ув) (Ук) 


К, (2-10) 


т 
Fo 


tana = 

















(a) (b) (c) 
图 2.20 平面 力 系 的 简化 示意 图 
式 中 ，a 一 一 与 x 轴 所 成 夹 角 的 锐角 。 

Е, 的 指向 可 由 УЕ, DF, 的 正 负 确定 。 显然， 其 大 小 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 对 于 
附加 力 偶 系 ， 可 以 合成 为 一 个 力 偶 ， 如 图 2.20(c) 所 示 ， 其 力 偶 矩 称 为 原 力 系 的 主 矩 ， 记 作 
м, BI 
М=М,+М›+ +М, 

= МЕ) + МОВ) + … + Mo(F,) = УМЕ) (2-11) 
显然 ， 其 大 小 与 简化 中 心 的 位 置 有 关 。 

平面 内 任意 力 系 向 一 点 简化 ， 其 结果 一 般 可 以 得 到 一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 而 最 终结 果 可 
能 出 现 以 下 三 种 情况 。 

(1) 力 系 可 简化 为 一 个 合力 。 当 F! 520, М, 30 时 ， 根 据 力 的 平移 定理 逆 过 程 ， 可 将 
Е 和 M, 简化 为 一 个 合力 。 合 力 的 大 小 、 方 向 与 主 矢 相同 ， 合 力作 用 线 不 通过 简化 中 心 。 
当 M,=0 时 ，F 即 为 原 力 系 的 合力 ，Fr = Fi ， 且 作用 线 通 过 简化 中 心 。 

(2) 力 系 可 简化 为 一 个 合力 偶 。 当 F!= 0, М, 50 时 ， 原 力 系 的 最 后 简化 结果 就 是 一 
个 合力 偶 ， 合 力 偶 矩 等 于 主 矩 。 此 时 ， 主 矩 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 。 

(3) 力 系 处 于 平衡 状态 。 当 /=0，M,= 0 时， 力 系 为 平衡 力 系 。 



































% A 应 用 案例 2-9 


如 图 2.21(a) 所 示 物 体 受 Fo Fa Ез. Ел. Fs 五 个 力 的 作用 ， 已 知 各 力 的 大 小 均 为 10N， 
试 将 该 力 系 分 别 向 4 点 和 万 点 简化 。 
【 解 〗(1) 建立 直角 坐标 系 x4y， 向 4 点 简化 的 结果 ， 如 图 2.21(b) 所 示 。 
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о 











(b) (с) 
图 2.21 应 用 案例 2-9 图 
F, =}F, =F; - Е, - Езсоѕ45° 
-ю- 10- ш? )н- =-5V2N 
=} F, =F; - Fa- Езѕіп45° 


-0- 10- ек = -SN 


Е, [Е + F} = {0572 +(-5V2) N= 10N 
M=) M (Е) = 04Р, - 0.4Е;= 0 


(2) 建立 直角 坐标 系 x4y> 向 -人 D 志 简化 的 结果 如 图 2:21(c) 所 示 。 
For= > F, = Е - Е, – Fscos45° 


"оосо 2) к-ам 
F'y=} F, = Еу F4- Fssin45° 


-10-10-10x м-р 


F= FR +F = = 5V2} +(-5V2) N = 10N 
м,=УМ, (Е) = 04Р, - ОАЕ, + 0.4Fssin45° 


| L) меъери 


(а) 








= оао оон 


【案例 点 评 】 
此 题 以 实例 说 明 主 矢 的 大 小 与 简化 中 心 的 位 置 无 关 ， 而 主 矩 大 小 则 与 简化 中 心 点 的 


取 有 关 。 
НЕЙ 平面 一 般 力 系 的 平衡 及 应 用 


平面 一 般 力 系 简化 后 ， 若 主 矢量 Е, 为 零 ， 刚 体 无 移动 效应 ; Е М 为 零 ， 则 刚体 
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无 转动 效应 。 若 两 者 均 为 零 ， 则 刚体 既 无 移动 效应 也 无 转动 效应 ， 即 刚体 保持 平衡 ;反之 ， 
若 刚体 平衡 ， 则 主 矢量 和 主 矩 必定 同时 为 零 ， 即 
Е;=0 
М,=0 
平面 一 般 力 系 平衡 的 必要 和 充分 条 件 ， Еу = 0, М,= 0， 由 合力 为 零 可 知 ， 其 在 x 轴 
My 轴 上 的 分 力也 必 为 零 。 可 得 
КЕ, нунын О 
УЕ, =Е,+Е,+--+Е, =0 (2-12) 
УМ, (Е)= М,(Е)+М,(Е,)+--+М,(Е,)=0 
式 C-12) 是 由 平衡 条 件 导出 的 平面 一 般 力 系 平衡 方程 的 一 般 形 式 。 平面 一 般 力 系 平衡 广 

























































程 还 有 两 种 常用 形式 ， 即 二 矩 式 和 三 矩 式 。 
ZER 
УЕ =0 
> M,(F)=0 (2-13) 
Ум,(Е)=0 
应 i 式 的 条 件 是 4、B 两 点 的 连 线 不 垂直 于 投影 轴 。 
i 式 
J M,(F)=0 
> M,(F)=0 (2-14) 
> Me(F)=0 


应 用 三 矩 式 的 条 件 是 :4 B8、C 三 点 不 共 线 。 

平面 一 般 力 系 平衡 方程 共有 三 组 ， 解 题 时 究 况 采用 哪 一 组 平衡 方程 ， 主 要 取决 于 计算 
是 否 简便 。 但 不 论 采用 哪 一 组 平衡 方程 ， 对 于 同一 平面 一 般 力 系 ， 只 能 列 出 三 个 独立 的 平 
衡 方程 ， 最 多 求解 出 三 个 未 知 力 ， 任 何 多 列 出 的 平衡 方程 ， 都 不 再 是 独立 方程 ， 但 可 以 用 
来 校 核 计算 结果 。 

其 计算 步骤 如 下 。 

(1) 确定 研究 对 象 ， 应 选取 同时 有 已 知 力 和 未 知 力作 用 的 物体 为 研究 对 象 。 

(2) 画 出 隔离 体 的 受 力图 ， 画 出 所 有 作用 于 研究 对 象 上 的 力 。 

(3) 选取 坐标 轴 和 和 矩 心 ， 选 取 坐 标 轴 时 ， 应 尽 可 能 使 坐标 原点 通过 力 的 相交 点 ， 坐 标 
轴 平 行 或 垂直 力作 用 线 。 

(4) 列 出 平衡 方程 求解 。 根 据 具体 物体 ， 选 择 合适 的 平衡 方程 形式 ， 以 使 计算 简便 。 
力矩 的 特点 可 知 ， 如 有 两 个 未 知 力 相 互 平 行 ， 可 选 简 直 两 力 的 直线 为 坐标 轴 ; 车 有 
两 个 未 知 力 相 交 ， 可 选取 两 个 未 知 力 的 交点 为 矩 心 。 尽 可 能 使 一 个 平衡 方程 只 包含 一 个 未 
知 数 ， 这 样 可 使 方程 计算 很 简单 。 
在 平面 一 般 力 系 中 有 一 个 特例 ， 即 各 力 的 作用 线 互 相 平行 ， 这 种 力 系 称 为 平面 平行 力 
系 ， 在 结构 工程 中 也 经 常 可 见 。 如 图 2.17(a) 所 示 的 简 支 粱 在 均 布 荷载 作 的 平衡 方程 可 
表达 为 
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з = рл ОЗУБ 








= ; 轴 与 力 系 线 平行 
ре 0 轴 与 力 系 作用 线 平行) а. 


Ум„(Е)=0 


/ 
> 应 用 案例 2-10 


如 图 2.22(a) 所 示 为 一 管道 支架 ， 其 上 搁置 两 条 管道 ， 设 支架 所 承受 的 管 重 F = 12kN， 
五 = 7kKN， 若 支架 的 自重 不 计 ， 求 支 座 4 和 C 的 约束 反 力 。 


F, 30cm 

















30cm 





(a) 


2.22 应 用 案例 2-10 
【 解 】 取 横梁 4B 为 研究 对 象 ， 洒 其 受 力图 ， 建 立 直角 坐标 系 xOy， 如 图 2.22(b) 所 示 。 
列 平衡 方程 : 
DM,(F)=0 Ессоѕ30° x 60tan30° = Fl х 30 - F» x 60=0 
Fc=F+2F,=26kN 
УЕ =0 Ессоѕ30° + Fax = 0 
Fax = -Ессоѕ30° = -22.5KN 
式 中 ， 负 号 表示 图 中 所 设 的 指向 与 实际 相反 。 
> 已 =0 Fcsin30° + Е-Е Fy=0 
Ех, = -Есѕіп30° + F; + Е = 6kN 


























【案例 点 评 】 
此 题 还 可 采用 二 力矩 形式 的 平衡 方程 求解 ， 由 > Mo(F)=0 得 
-Fw x 60 + F; х30=0 
Fay = 6kN 
同样 ， 如 果 用 三 力矩 形式 的 平衡 方程 解 本 题 ， 则 保留 上 面 的 平衡 方程 >,M,(F)=0， 
7 M。(F)=0， 并 列 出 平衡 方程 > Me(F)=0， 即 
Ел, х 60tan30° — Р х 30-Р х 60=0 
Fp =- AtB =-22.5кМ 
2tan30° 
所 得 结果 也 与 上 面 一 致 。 由 此 可 见 ， 虽 然 以 上 对 4B ЖАЯТ 5 个 平衡 方程 ， 但 
其 中 只 有 3 个 彼此 独立 ， 故 所 能 求 出 的 未 知 数 不 会 超过 3 个 。 
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物体 系统 的 平衡 


在 前 面 讨论 的 都 是 单个 物体 的 平衡 问题 ， 但 在 工程 实际 中 ， 工 程 结构 物 一 般 都 是 由 若 
干 个 物体 借助 一 定 的 约束 组 成 的 物体 系统 。 要 对 这 类 问题 进行 分 析 ， 还 应 进一步 研究 物体 
系统 的 平衡 问题 。 
研究 物体 系统 的 平衡 时 ， 组 成 系统 的 每 个 部 分 也 都 是 平衡 的 。 因 此 ， 在 解决 物体 系统 
罗平 衡 问题 时 ， 既 可 选取 整个 物体 系统 ， 也 可 以 选取 其 中 某 部 分 物体 为 研究 对 象 ， 均 可 以 
列 出 3 个 平衡 方程 。 车 由 个 物体 组 成 的 物体 系统 ， 则 共有 3n 个 独立 的 平衡 方程 ， 可 求解 
Зп 个 未 知 数 。 如 系统 中 有 的 物体 受 平面 汇 交 力 系 或 平面 平行 力 系 作用 时 ， 则 系统 的 平衡 方 
程 数目 相应 减少 。 
在 分 析 物 体系 统 受 力 时 ， 不 仅 要 求解 支 座 反 力 ， 而 且 还 需要 计算 系统 内 各 物体 之 间 
相互 作用 力 。 作 用 在 物体 上 的 力 分 为 外 力 和 内 力 。 外 力 是 系统 以 外 的 其 他 物体 作用 在 这 
系统 上 的 力 ; 内 力 是 系统 内 各 物体 之 间 的 相互 作用 力 元 根据 作用 力 和 反作用 力 定律 ， 在 系 
统 内 部 ， 各 物体 之 间 的 相互 作用 力 总 是 成 对 出 现 的 且 彼此 大 小 相等 、 方 向 相反 ， 作 用 在 
同一 条 直线 的 两 个 不 同 的 物体 上 。 因 此 ， 在 研究 整个 物体 系统 的 平衡 时 ， 每 对 内 力 均 自 相 
平衡 ， 对 整个 系统 的 平衡 并 无 影响 ， 可 以 不 予 考 虑 。 但 当 只 取 系 统 内 某 部 分 为 研究 对 象 时 

应 注意 ， 此 时 其 余部 分 对 该 部 分 的 作用 力 就 属于 外 力 了 。 因 此 ， 如 需 计算 系统 内 某 两 物 
体 间 的 相互 作用 力 ， 则 应 将 系统 自 这 两 个 物体 的 连接 处 断 开 ， 并 任 取 其 一 为 研究 对 象 ， 此 
时 这 两 个 物体 间 的 相互 作用 为 就 成 为 作用 于 所 选 研究 对 象 土 的 外 力 而 出 现在 受 力图 上 。 
求解 物体 系统 的 平衡 问题 , 关键 在 于 恰当 地 选取 研究 对 象 ， 正 确 地 选取 投影 轴 和 和 矩 心 
列 出 适当 的 平衡 方程 。 总 的 原则 是 : 先 选择 未 知 数 最 少 ， 且 有 已 知 力 的 部 分 或 整体 为 研究 
对 象 ， 尽 可 能 地 减少 每 一 个 方程 的 未 知 量 ; 最 好 每 个 方程 只 有 一 个 未 知 数 ， 以 避免 求解 联 
立方 程 ， 最 后 求 出 所 要 求 出 的 未 知 力 。 一 般 情况 下 ， 一 般 先 考虑 整体 的 平衡 ， 看 是 否 能 求 
出 某 些 未 知 量 。 然 后 再 由 系统 中 与 其 余 待 求 的 未 知 量 有 关 的 某 部 分 物体 的 平衡 ， 求 出 其 余 
未 知 量 。 下 面 举 例 说 明 求解 物体 系统 平衡 问题 的 方法 。 


<L 应 用 案例 2-11 


如 图 2.23 所 示 某 三 贸 刚 架 ， 已 知 g=10kN/m，F=20kKN， 试 求 4 和 B 处 的 支 座 反 力 。 
【 解 】 取 刚体 整体 为 研究 对 象 ， 如 图 2.23(b) 所 示 。 列 平衡 方程 







































































的 
个 



























































由 DME)=0 = Fx 6- 44 33-0 
得 Fgy= 0.83kN(1) 

由 Mm) -0 mFyx6+ Fx2+gx3x(3+3]-0 
ч Fy~ 29.17kN(+) 

由 Ук =059Е,-Р,=0 
得 Ел; = Fox 





第 = др ЗУБ 





2m 


4m 





(е) (4) 


图 2.23 ”应 用 案例 2-11 图 

显然 ， 利 用 整体 平衡 的 3 个 平衡 方程 式 并 不 能 求 出 所 需求 的 全 部 未 知 量 ， 应 再 选取 

图 2.23(d) 所 示 刚 架 的 右 半 部 分 为 研究 对 象 。 因 只 需求 Fa.， 为 避免 引进 新 的 未 知 力 , 仅 对 С 
点 取 矩 建立 平衡 方程 式 : 


由 УМ (Е)= 05 Fgx3-Fx1- Fox6=0 
得 Fg: = 7.08kN(—) 

因为 Far = Ев; 
故 Fax = Ев, = 7.08kN(—) 

【案例 点 评 】 


三 贸 刚 架 由 左右 两 部 分 组 成 ,在 平面 一 般 力 系 作用 下 , 可 以 列 出 6 个 独立 的 平衡 方程 ， 
求解 出 6 个 未 知 量 。 三 匀 刚 架 整体 及 左右 两 部 分 的 受 力图 分 别 如 图 2.23(b)、(c)、(d) 所 示 。 
考虑 图 2.23(b) 所 示 整 体 平衡 时 ， 铵 C 处 的 内 力 不 出 现 ， 此 时 只 有 Fy Ка. Fey Fer 4 个 
约束 反 力 未 知 ， 此 时 可 以 列 3 个 平衡 方程 。 但 当 仅 考虑 如 图 2.23(c) 所 示 左 半 部 分 或 如 
图 2.23(d) 所 示 右 半 部 分 时 ， 匀 C 处 左右 两 部 分 间 的 相互 作用 力 就 成 为 外 力 了 ， 它 们 是 作用 
力 和 反作用 力 关系 ， 即 Fe Е, Fo = 琴 , ， 每 个 部 分 有 4 个 未 知 量 ， 分 别 可 以 列 3 个 平 


衡 方程 。 因 此 体系 总 的 未 知 量 有 6 个 ， 即 支 座 4、 妃 处 的 4 个 约束 反 力 和 匀 С 处 的 2 个 约 
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束 反 力 ， 共 可 列 出 9 个 平衡 方程 ， 但 其 中 只 有 6 个 是 独立 的 ，6 个 平衡 方程 可 求解 6 个 未 
知 量 。 

在 整体 和 部 分 的 平衡 中 未 知 量 都 超过 3 个 的 时 候 ， 可 以 先 考虑 整体 的 平衡 ， 求 出 部 分 
未 知 量 ， 然 后 再 由 部 分 系统 的 平衡 求解 出 其 他 的 未 知 量 。 如 果 取 左 半 部 分 和 右 半 部 分 为 研 
究 对 象 ， 也 可 以 求 出 所 需 的 未 知 量 ， 主 要 看 哪 部 分 计算 比较 简便 。 


/ 
> 应 用 案例 2-12 
如 图 2.24 所 示 多 跨 连 续 梁 ， 已 知 g = 10kN/m， F=20kN, М=20КМ* т, RRA B 

















处 的 支 座 反 力 。 
F 
м 4 
т > ras 
йй 2m „7 2т ут СА Тт >! 
(а) 
Е 
F, M, M q 
B 
A D С Е 
Е, (b) РЬ 
А 
Fa | 
B 
© E 
Fo Fy 
(с) 
图 2.24 应 用 案例 2-12 图 
LIKE СВ 为 研究 对 象 ， 如 图 2.24(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 
由 УМ (Е)= 05 Еъх2-Ех1=0 
得 Ев = 10КМ( t ) 
取 整 体 为 研究 对 象 ， 如 图 2.24(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 
由 PME) om Р» х6-Ех5-4х25(2+2) мемо 
得 М. =-80КМ • m 
由 ZF=0=F4=0 
得 Fax=0 
由 ZE,=0=Fy-g*2-F+Fs,=0 
得 Fy = 30kN 


第 = Еру 





【案例 点 评 】 

该 多 跨 连 续 梁 由 АС. СВ 两 段 组 成 ， 作 用 于 每 段 上 的 都 是 平面 一 般 力 系 ， 共 有 6 个 独 
立 的 平衡 方程 ， 可 以 求解 6 个 未 知 量 。 整体 分 析 有 4 个 未 知 量 ， 而 4C 段 有 5 个 未 知 量 ， 
CB 段 有 3 个 未 知 量 。 我 们 的 原则 是 选择 未 知 量 最 少 的 ， 因 此 先 取 CB 段 为 研究 对 象 ， 即 可 
求 出 处 的 约束 反 力 。 再 取 整 体 为 研究 对 象 ， 就 只 剩 下 3 个 未 知 量 ， 列 3 个 平衡 方程 即 可 


/ 
> 应 用 案例 2-13 
如 图 2.25 КНЕ, Ею Р = 1003, Е = 20kN， 试 求 1、2、3、4 杆 所 受到 的 力 。 





图 2.25 应 用 案例 2-13 图 
【 解 〗(1) 取 整 体 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 2.25(b) 所 示 ， 列 平衡 方程 ; 


由 УУМ (Е)=0 = Ев х8-Ех6-Рх4-Ех2=0 
得 Ез, = 20КЇЧ( Ї) 
由 ZF=0=F4=0 
得 Fax=0 
由 Е,=0 э Е,-Р\- Е›-Еу+ Ез,=0 
得 Е = 20kN 
(2) 取 结 点 B 为 研究 对 象 ， 其 受 力图 如 图 2.25(c) 所 示 ， 列 平衡 方程 : 
1 
由 F,=0 > Fp + Fyi x—==0 
> ў > Ев м J 
得 Fyi =-44Л2КМОЖ 77) 
(3) RHR AEG 部 分 为 研究 对 象 ， 其 受 力 图 如 图 2.25(d) 所 示 ， 列 平衡 方程: 
由 D MAF)=0>-Fyx2+Fux1=0 
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得 Fn4 = 40kN (拉力 ) 

由 УмиР) 0-е х2-0 
得 Fy = -11.18kN (压力 ) 

由 Умик)=0э-Кьх4+ Е x2- Fax -=0 
得 Fa=-33.54KN (压力 ) 

负 号 表示 实际 方向 与 图 中 所 假设 的 方向 相反 。 

【案例 点 评 】 


本 案例 是 析 架 结构 ， 针 对 所 要 求 的 杆 件 出 发 ， 若 要 求 出 杆 件 的 内 力 ， 必 须 把 杆 件 截 开 
但 是 无 论 取 哪 部 分 ， 未 知 数 都 超过 了 3 个 。 因 此 ， 根 据 前 面 的 计算 原则 应 先 选择 整体 作为 
研究 对 象 ， 然 后 分 别 取 部 分 为 研究 对 象 ， 如 图 2.25(c)、(d) 所 示 。 而 应 注意 的 是 В 结 点 处 的 
力 系 是 平面 汇 交 力 系 。 
Ма 特别 提示 

在 物体 系统 平衡 的 分 析 中 ， 要 注意 研究 对 象 的 选择 ， 优 先 考虑 以 整体 为 研究 对 象 
当然 主要 还 是 选择 未 知 量 最 少 的 ， 最 好 一 个 方程 就 能 解 出 一 个 未 知 量 。 同 时 也 要 注意 平 
衡 方程 的 选择 。 
Әз ”知识 链接 


力 在 坐标 轴 上 的 投影 ;二 力 杆 的 判断 ， 画 受 力图 | ә. 














блг = 


本 章 主要 研究 平面 汇 交 力 系 、 平 面 力 偶 系 和 平面 一 般 力 系 的 合成 、 分 解 与 平衡 问题 。 

(1) 平面 汇 交 力 系 的 合成 结果 是 一 个 合力 ， 这 个 力 等 于 力 系 中 所 有 各 力 的 矢量 和 。 

(2) 平面 汇 交 力 系 的 平衡 条 件 是 合力 为 零 。 

(3) 力 偶 是 力学 中 的 一 个 基本 量 ， 它 在 坐标 轴 上 的 投影 恒 等 于 零 ; 力 偶 对 任意 点 之 矩 
为 一 常量 ， 等 于 力 偶 中 力 的 大 小 与 力 偶 臂 的 乘积 ; 力 偶 不 能 与 力 平衡 ， 只 能 与 力 偶 平 衡 
力 偶 在 作用 面 内 任意 移 转 ; 而 且 能 同时 改变 力 偶 中 力 的 大 小 和 力 偶 臂 的 长 短 而 不 改变 力 偶 
的 作用 效应 。 

(4) 平面 力 偶 系 的 合成 结果 是 一 个 合力 偶 ， 其 大 小 等 于 力 系 中 所 有 各 力 偶 矩 的 代数 和 。 

(5) 平面 力 偶 系 的 平衡 : 合力 偶 短 为 零 。 

(6) 合力 对 某 点 之 矩 等 于 各 分 力 对 同一 点 力矩 的 代数 和 。 力矩 的 大 小 和 其 作用 点 位 置 
相关 ， 随 着 作用 点 位 置 的 改变 而 改变 。 

(7) 平面 一 般 力 系 平衡 的 充分 必要 条 件 是 主 失 为 杖 和 主 撼 为 零 。 

(8) 平面 一 般 力 系 是 工程 中 最 常见 的 受 力 形式 ， 其 受 力 可 分 解 为 平面 汇 交 力 系 和 平面 
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力 偶 系 ， 学 习 内 容 也 是 平面 汇 交 力 系 和 力 偶 系 的 综合 应 用 ， 学 习 时 要 注意 三 者 的 相互 关系 


融会 贯通 。 回 нега] 
В 
Ca sa) Е 


【资料 阅读 】 

(1) 在 什么 情况 下 ， 力 在 轴 上 的 投影 等 于 力 的 大 小 ? 在 什么 情况 下 ， 力 在 轴 上 的 投影 
等 于 零 ， 而 力 本 身 不 为 零 ? 同一 个 力 在 两 个 相互 重 直 的 轴 上 的 投影 有 何 关 联 ? 

(2) 写 出 图 2.26 中 所 示 各 力 在 坐标 轴 x、y 上 的 投影 。 

(3) 如 图 2.27 所 示 ，A、B 为 光滑 面 ， 求 重力 为 FG 的 球 对 4、B 面 的 压力 。 有 人 这 样 考 
E: 把 球 的 重力 FG 向 ОА 方向 投影 就 行 了 ， 这 样 他 就 得 出 了 Fy = Еув = Gcos30"*， 这 样 做 
对 吗 ? 正确 的 解法 应 该 是 怎样 的 ? 


Гы 











о 
图 2:26” 思 考题 (2) 图 图 2.27 思考 题 (3) 图 
(4)“ 力 偶 的 合力 为 零 ” 这 样 说 对 吗 ? 为 什么 ? 
(5) 力 偶 不 能 用 一 个 力 来 平衡 ， 如 何 解释 图 2.28 所 示 的 平衡 现象 。 


(6) 如 图 2.29 所 示 ， 杆 AB 上 作用 一 力 偶 ， 已 知 力 的 大 小 为 4B 杆 的 长 度 为 工 ， 则 
М(Е, Еў=Е,* 1 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 

















228 ”思考 题 (5) 图 图 2.29 思考 题 (6) 图 
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бэ аә) 


一 、 填 空 题 

(1) 7 Е5З%# їй, Л|7) РЕН А 

(2) 力 下 的 作用 线 通 过 4 点， 则 力 玉 对 4 点 的 力矩 Mi(F)= 
(3) 平面 汇 交 力 系 合成 的 结果 是 

(4) 平面 一 般 力 系 合 成 的 结果 是 5 

(5) 力 偶 在 任 一 轴 上 的 投影 都 等 于 





(6) 当 一 个 力 使 物体 绕 矩 心 北 时 针 转 动 时 ， 此 力矩 取 
二 、 单 选 题 
(1) 平面 汇 交 力 系 的 平衡 方程 是 ( ). 

А. УЕ,=0 в, Ж Ру=0 

с. DMo(F)=0 D- 4% В 
(2) 平面 一 般 力 系 的 平衡 方程 是 ( ). 

А. DF.=0 в. У5=0 

C. DMo(F)=0 р. 以 上 三 个 都 是 
(3) 关于 平面 力 系 与 其 平衡 方程 ， 下 列表 述 中 正确 的 是 ( ). 


А. 任何 平面 力 系 都 具有 三 个 独立 的 平衡 方程 式 
B. 任何 平面 力 系 只 能 列 出 三 个 平衡 方程 式 
C. 任何 平面 力 系 都 具有 两 个 独立 的 平衡 方程 式 
р. 平面 力 系 如 果 平 衡 ， 则 该 力 系 在 任意 选取 的 投影 轴 上 投影 的 代数 和 必 为 零 
(4) 平面 一 般 力 系 的 独立 平衡 方程 个 数 为 ( ). 
А. 51 В. 4 个 С. Ж ”. 24 
(5) 力 的 作用 线 都 相互 平行 的 平面 力 系 称 ( MAA. 
А. 空间 平行 в. 空间 一 般 C. 平面 一 般 р. 平面 平行 
(6) 力 的 作用 线 都 汇 交 于 一 点 的 空间 力 系 称 ( AR. 
А. 空间 汇 交 в. 空间 一 般 
С. POLA D. 平面 平行 
=. ў] 
(1) 根据 力 的 平移 定理 ， 可 以 将 一 个 力 分 解 成 一 个 力 和 一 个 力 偶 。 反 之 ， 一 个 力 和 一 
个 力 偶 可 以 合成 为 一 个 力 . © ) 
(2) 平面 一 般 力 系 平衡 的 必要 与 充分 条 件 是 : 力 系 的 合力 等 于 零 。 ) 
(з) 平面 汇 交 力 系 的 合力 等 于 零 ， 该 力 系 平衡 。 ) 
(4) 力 偶 没 有 合力 ， 所 以 不 能 用 一 个 力 来 代替 ， 也 不 能 和 一 个 力 平 衡 ， 力 偶 只 能 和 力 
偶 平 衡 。 ( ) 
(5) 两 个 力 在 x 轴 上 的 投影 相等 ， 则 这 两 个 力 大 小 相等 。 ( ) 
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四 、 主 观 题 


(1) 求 如 图 2.30 所 示 的 平面 共 点 力 系 的 合力 。 


(2) 如 图 2.31 AT, 固定 圆 环 作用 有 四 根 绳索 ,其 拉力 分 别 为 Fl = 0.203, Р, = 0.303, 
Ез = 0.5К№, Е, = 0.4КМ, ©1758) Ж] 5а = 30°, a2=45°, аз=0, а= 60°. 
试 求 它们 的 合力 大 小 和 方向 。 


y” F, 











图 2.30 主观 题 (1) 图 图 2.31 主观 题 (2) 图 

(3) 已 知 Fl=20kN, Fy=30kN, F5=50kN, Е = 2503, М = 120КҸ • т, 8 2.32 中 距 
离 的 单位 为 m， 试 将 图 所 示 力 系 谷 \O 点 简化 ， 求 主 矩 和 主 科 。 

(4) 如 图 2.33 MERER 省 用 为 大 小 均 为 试 将 该 力 系 分 别 向 O、4、B 三 点 简化 ， 
并 求 其 最 后 简化 结果 。 


У} 


S 


Сб О 4,0) 
Е, (0,-2) 2 
30° м 


45°^Р, 











图 2.32 ”主观 题 (3) 图 图 2.33 ”主观 题 (4) 图 


(5) 如 图 2.34 所 示 ， 起 重 架 由 杆 АВ 和 钢 绳 所 组 成 。 杆 的 一 端 用 贸 链 固定 在 4 点 ， 另 
一 端 用 钢 绳 BC 相连 ，B 端 是 挂 重力 为 FG = 20kN 的 重 物 . 设 杆 АВ 的 自重 不 计 ， 并 忽略 摩 
擦 ， 求 钢 绳 BC 的 拉力 Fr 和 АВ 所 受 的 压力 Ез. 

(6) 如 图 2.35 所 示 为 一 简单 的 拔 桩 装 置 。 在 木 桩 的 点 4 上 系 一 绳 ， 将 绳 的 另 一 端 固 定 
在 点 C， 绳 的 另 一 点 如 系 另 一 绳 BE， 它 的 另 一 端 固定 在 点 E REER BE 的 点 р А 216) 
下 拉 , 并 使 绳 的 BD 段 水 平 , АВ 4A; DE 段 与 水 平 线 .BC 段 与 铅 直线 间 成 等 角 x = 0.1гай 
(弧度 )( 当 a 很 小 时 ，tana a)。 若 向 下 的 拉力 下 =400kN， 求 绳 4B 作用 于 桩 上 的 拉力 。 
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图 2.34 ”主观 题 (5) 图 
(7) 试 分 别 计算 图 2.36 F h FIt О 5,5%. 








F F 
Б 
B= >l 1—1 >! Ы 
(а) (b) (с) 








(g) (h) (i) 
图 2.36 ”主观 题 (7) 图 
(8) 试 求 如 图 2.37 所 示 梁 上 分 布 荷载 对 4 点 之 矩 。 











60kN/m 
40kN/m 6kN/m 
йа В И э? 
4m a 4m 2m 
(b) (с) 





图 2.37 ”主观 题 (8) 图 
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(9) 重力 坝 受 力 情况 如 图 2.38 所 示 ， 已 知 Fl = 
350kN, Е = 80К№, Fai=400kN，Fos=200kN，, 试 
分 别 计算 这 几 个 力 对 4 点 之 矩 。 

(10) 各 梁 的 支承 和 荷载 情况 分 别 如 图 2.39 所 
示 ， 试 计算 4、B 处 的 支 座 反 力 ， 梁 自重 不 计 . 








图 2.38 ”主观 题 (9) 图 


30° 20kN 20kN 20kN 20kN 






А 
2т РЕ. 2т ala 2m 








(с) 
40kN 40kN 








4kN 。m 6kN。m 
1 В, [> 2; 
3m 3m 4m 
(d) (е) (9 


图 2.39 主观 题 (10) 图 


(11) 求 如 图 2.40 所 示 刚 架 的 支 座 反 力 。 














2kN/m 
lw 40kN + т 
В 
Е 
Е & 
2 8 
“© 10kN 
Е 
а 
А 
бт 
(b) 





240 ”主观 题 (11) 图 


25] 
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(12) 图 2.41 为 天 沟 檐 板 示意 图 ,已 知 天 沟 混凝土 容重 为 253KN/ma, 水 的 容重 取 10kN/m, 

假设 天 沟 积 满 水 , 试 计算 此 时 端 部 4 处 的 反 力 (以 lm 长 为 计算 单元 ), 图 示 尺 寸 单位 为 mm. 

(13) 某 厂 房 柱 ， 高 9m， 柱 的 上 段 BC 重力 Еа = 10kN， 下 段 C4 重力 Ес = 40kN， 风 力 

9 = 二 2.5KN/m， 柱 项 水 平 力 焉 = 6kN， 各 力作 用 位 置 如 图 2.42 所 示 ， 求 固定 端 支 座 4 的 反 力 。 
B F 














2.42 ”主观 题 (13) 图 


2.41 主观 题 (12) 图 


(14) 试 求 如 图 2.43 所 示 梅 架 的 支 座 反 力 及 1、2、3、4 杆 的 内 力 。 
4 1 





E 
10kN 1 = 
В 20kN 
A B, 20kN 
20kN 
|+ 4*2m=8m >| Armas 
x-<m=om 
(а) (b) 


图 2.43 主观 题 (14) 图 
(15) 求 如 图 2.44 所 示 多 跨 静 定 梁 的 支 座 反 力 。 


40kN • m 


= 


A D 
3m Ше Эт 


(а) 











图 2.44 ”主观 题 (15) 图 
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5kN/m 








2.44 ”主观 题 (15) 图 ( 续 ) 
(16) 求 如 图 2.45 所 示 多 跨 静 定 刚 架 的 支 座 反 力 。 


SkN/Im 
40kN/m 


20kN 


4m 








| 3m 路 3m 小 1m А 4m 2m 2m 
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245 ”主观 题 (16) 图 


(17) 如 图 ;2.46 所 示 的 结构 ， 试 求 CD 和 EF 杆 所 受 的 力 。 
100kN 











je 4m >ja 2m >ja 2m we 4m >| 
图 2.46 ”主观 题 (17) 图 

(18) 如 图 2.47 所 示 ， 多 跨 梁 上 起 重 机 的 起 重量 严 = 40kN， 起 重 机 重力 FG=50kN, 其 
重心 位 于 铅 重 线 EC 上 ， 梁 自重 不 计 ， 求 支 座 4、 刀 、 万 的 反 力 。 

(19) 剪断 钢筋 的 设备 如 图 2.48 所 示 。 和 欲 使 钢筋 已 受到 12KN 的 压力 ， 加 在 4 点 的 力 应 
为 多 少 ? 图 示 尺 寸 单位 为 cm. 
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图 2.47 主观 题 (18) 图 
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【习题 答案 】 


#З= 轴 向 拉 伸 与 压缩 





了 解 杆 件 的 受 力 、 变 形 特点 ;了 解 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 、 胡 克 定 律 的 概念 ， 熟练 
绘制 杆 的 轴 力 图 ， 人 掌握 杆 件 横 截 面 上 的 内 力 、 应 力 \ 强度 计算 ， 了 解 材料 在 拉 伸 与 压缩 时 
的 力学 性 能 ;掌握 连接 件 的 强度 计算 。 




































知识 要 点 ЕЕ 所 占 比重 
轴 向 拉 压 的 概念 掌握 轴 向 拉 正 的 受 力 特 点 和 变形 特点 5% 
AA, MARERA ERS | ka Erlik , zi 15% 
MAME 轴 向 拉 压 杆 的 应 力 、 危 险 能 计算 轴 向 拉 压 杆 的 应 力 Я 
轴 向 拉 ( 压 ) 时 的 变形 、 应 变 ， 胡 克 定 律 | 能 计算 轴 向 拉 ( 压 ) 时 的 变形 15% 
材料 的 力学 性 能 , 由 个 阶段 、 六 个 指标 、| (1) 能 掌握 塑性 、 脆 性 材料 受 力 特性 ле 
三 个 重要 极限 (2) 能 确定 材料 的 强度 、 刚 度 、 塑 性 指标 
轴 向 拉 压 村 的 强度 条 件 ， 强 度 条 件 的 三 | (1) 能 掌握 由 向 拉 压 村 的 强度 条 件 ee 
方面 计算 (2) 能 利用 强度 条 件 对 杆 件 进行 三 方面 强度 计算 
连接 件 的 强度 计算 ， 前 切 和 挤 压 的 概 | (1) 能 理解 前 切 和 挤 压 受 力 特点 和 变形 特点 
念 、 剪 切 和 挤 压 的 实用 计算 (2) 能 计算 连接 件 的 强度 条 件 19% 





内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 与 外 荷 、 截 面 、 材 料 、 杆 长 间 的 计算 关系 ; 内力、 应 力 、 应 
变 、 变 形 的 计算 ; 轴 向 拉 压 杆 强度 与 连接 件 强度 的 计算 。 
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Ap 和 生活 知识 提 点 
在 拔河 比赛 中 ， 甲 乙 双 方 各 在 一 方 用 力 拉 绳 索 ， 争 取胜 利 。 这 绳索 受 怎样 的 力 呢 ? 比 
赛 的 每 一 个 人 应 该 怎样 用 力 ， 才 能 发 挥 最 大 的 作用 ? 


х 引 例 


在 建筑 物 和 机 械 等 工程 结构 中 ， 经 常 使 用 受 拉 伸 或 压缩 的 构件 。 

图 3.1 所 示 拨 桩 机 在 工作 时 ， 油 红 顶 起 吊 辟 将 桩 从 地 下 拔 起 ， 油 红 杆 受 压缩 变形 ， 桩 
在 拔 起 时 受 拉 伸 变形 ， 钢 丝 绳 受 拉 伸 变 形 。 

如 图 3.2 所 示 桥 墩 承受 桥 面 传 来 的 荷载 ， 以 压缩 变形 为 主 。 





图 3:1~ RERA 832 桥墩 示 图 


如 图 3.3 所 示 钢 木 组 合 析 架 中 的 钢 拉杆 ， 以 拉 伸 变形 为 主 。 如 图 3.4 所 示 厂 房 用 的 混 凝 
土 立柱 ， 以 压缩 变形 为 主 。 
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03.3 жаен 图 3.4 厂房 混凝土 立柱 图 
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在 工程 中 以 拉 伸 或 压缩 变形 为 主 的 构件 ， 称 为 杆 件 。 

杆 件 的 外 力 特 点 : 杆 件 所 承受 的 外 力 或 外 力 合力 作用 线 与 杆 轴线 重合 。 杆 件 受 拉 力作 
有 产生 的 变形 称 为 轴 向 拉 伸 ， 杆 件 受 压力 作用 产生 的 变形 称 为 轴 向 压缩 。 

杆 件 的 变形 特点 ， 杆 件 在 外 力作 用 下 所 有 的 纵向 纤维 都 有 相同 的 伸 长 或 缩短 ， 即 产生 
轴 向 拉 伸 变形 或 轴 向 压缩 变形 。 
































3. 2 轴 向 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 与 轴 力 图 





内 力 的 概念 


凡 其 他 物体 对 研究 对 象 的 作用 都 视 为 外 力 ， 如 支 座 反 力 、 荷 载 等 。 

物体 在 外 为 作用 下 ， 内 部 各 质点 的 相对 位 置 将 发 生 改 变 ， 其 质点 的 相互 作用 力也 会 发 
生变 化 。 这 种 由 于 物体 受到 外 力作 用 而 引起 的 内 力 的 改变 量 ， 称 为 “附加 内 力 ”， 简 称 为 内 
力 。 在 建筑 力学 中 ， 将 物体 不 受 外 力作 用 时 的 内 力 看 作 零 ， 而 把 外 力作 用 后 引起 的 附加 内 
力 定义 为 “内 力 ”。 

内 力 随 外 力 的 增 大 而 增 大 。 但 是 ， 它 的 变化 是 有 一 定 限 度 的 ， 不 能 随 外 力 的 增加 而 无 
限 地 增加 。 当 内 力 加 大 到 一 定 限度 时 ， 构 件 就 会 被 破坏 ， 因 而 内 力 与 构件 的 强度 、 刚 度 是 
密切 相关 的 。 由 此 可 知 ， 内 力 是 建筑 力学 研究 的 重要 内 容 。 


求解 内 力 的 基本 方法 一 截面 法 


求 构 件 内 力 的 基本 方法 是 截面 法 ， 即 假想 将 杆 件 沿 需求 内 力 的 截面 截 开 ， 将 杆 分 成 两 
部 分 ， 任 取 其 中 一 部 分 作为 研究 对 象 。 此 时 ， 截 面 上 的 内 力 被 显示 了 出 来 。 杆 件 在 内 力 与 
外 力 的 作用 下 保持 平衡 ， 由 静 力 平衡 条 件 可 求 出 内 力 。 这 种 求 内 力 的 方法 就 是 截面 法 。 
截面 法 的 计算 可 用 三 句 话 来 归纳 。 
(1) 截取 一 一 在 需求 内 力 的 截面 ， 用 一 个 假想 的 平面 将 杆 件 截 开 ,将 杆 分 成 两 部 分 , 任 
取 其 中 一 部 分 作为 研究 对 象 。 
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(2) 代替 一 一 将 弃 去 部 分 对 留 下 部 分 的 作用 以 截面 上 的 内 力 来 代替。 

(3) 平衡 一 一 对 留 下 的 部 分 建立 平衡 方程 ， 求 出 内 力 的 数值 和 方向 。 

如 图 3.5(a) 所 示 ， 假 想 用 一 横 截 面 将 杆 沿 截面 mw 一 m 截 开 ， 取 左 段 部 分 为 研究 对 象 ， 画 
如 图 3.5(b) 所 示 的 受 力图 。 由 于 整个 杆 件 处 于 平衡 状态 ， 所 以 左 段 也 保持 平衡 ， 由 平衡 条 
УЕ, =0 可知，FN -FF=0， 即 Fy=F，， 其 指向 背离 截面 。 同样， 若 取 右 段 为 研究 对 象 ， 



























































如 图 3.5(c) 所 示 ， 也 可 得 出 相同 的 结果 。 
т 
Е _ _ | | Е 
т 
(a) 
(b) (с) 


3.5 等 直 杆 受 力图 
在 轴 向 外 力 作用 下 的 等 直 杆 ， 如 图 5(a) 所 示 ， 利 用 截面 法 ， 可 以 确定 mm WAR 
面 上 的 唯一 内 力 分 量 为 轴 力 F， 其 作用 线 垂直 于 横 截 面 并 通过 形 心 ， 如 图 3.5(b) 所 示 。 
利用 平衡 方程 ZA=0 
得 Бу=Е 
通常 规定 ， 轴 为 БУ 使 杆 件 受 拉 为 正 ， 受 压 为 负 。 


(Ма, 127 


内 力 正 负 号 的 规定 要 认真 理解 ， 它 是 构件 内 部 的 力 外 露 所 致 ， 不 同 于 外 力 正 负 号 的 
规定 。 


Г 


为 了 表明 轴 力 沿 杆 轴线 变化 的 情况 ， 用 平行 于 轴线 的 坐标 表示 横 截 面 的 位 置 ， 垂 直 于 
杆 轴线 的 坐标 表示 横 截 面 上 轴 力 的 数值 ， 以 此 表示 轴 力 与 横 截 面 位 置 关系 的 几何 图 形 ， 称 
为 轴 力 图 。 作 轴 力 图 时 应 注意 以 下 几 点 。 
(1) 轴 力 图 的 位 置 应 和 杆 件 的 位 置 相对 应 。 轴 力 的 大 小 ， 按 比例 画 在 坐标 上 ， 并 在 
上 标 出 代表 点 数值 。 
(2) 习惯 上 将 正 值 (拉力 ) 的 轴 力 图 画 在 坐标 的 正 向 ; 负 值 (压力 ) 的 轴 力 图 画 在 坐标 的 
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L EARD 


一 等 直 杆 及 受 力 情况 如 图 3.6(a) 所 示 , 试 作 杆 的 轴 力 图 。 应 如 何 调整 外 力 , 使 杆 上 轴 力 
分 布 得 比较 合理 ? 
ГЕ (1) Ж АВ Вн. 
用 假设 截面 在 1 一 1 ДА, З Ру 4177, ан В ТА 3.6(b)]， 由 平衡 
方程 得 
Fyi = 5КМ 
(2) 同 理 ， 求 BC 段 轴 力 [图 3.6(c)]， 即 
Еу = SKN + 10kN = 15КМ 
(3) 求 CD 段 轴 力 ， 为 简化 计算 ， 取 右 段 为 分 离 体 [图 3.6(d)] 
Ез = 30kN 
(4) 按 作 轴 力图 的 规则 ， 作 出 轴 力 图 ， 如 图 3.6(e) 所 示 。 
(5) 轴 力 的 合理 分 布 如 图 3.6(D) 所 示 。 
【案例 点 评 】 
因为 轴 力 和 正 应 力 有 正比 函数 关系 。 如 果 杆 件 上 的 轴 力 减 小 ， 应 力也 减 小 ， 杆 件 的 强 
度 就 会 提高 。 因 此 ， 有 条 件 地 调整 杆 上 外 为 的 分 布 ， 可 以 达到 减 小 轴 力 ， 提 高 杆 件 强度 的 
目的 。 该 题 若 将 C 截面 的 外 力 15КЕ 6 H 77 30kN 对 调 ， 轴 力图 如 图 3.6(D) 所 示 ， 
杆 上 最 大 轴 力 减 小 了 ， 轴 力 分 布 就 比较 合理 。 
1] токм 2 | 15kN 31 

















5kN 30kN 
(а) 
4 1l B 21 C 31 
SKN 
o Ж“ Ру, 
5kN 10kN Е, 


(с) 


(4) 


(е) 


(7 





图 3.6 应 用 案例 3-1 图 
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应 力 的 概念 


截面 法 可 求 出 拉 压 杆 横 截面 上 分 布 内 力 的 合力 ， 它 只 表示 截面 上 总 的 受 力 情况 。 单 
凭 内力 的 合力 大 小 ， 还 不 能 判断 杆 件 是 否 会 因 强 度 不 足 而 被 破坏 例如， 两 根 材料 相同 、 
截面 面积 不 同 的 杆 ， 受 同样 大 小 的 轴 向 拉力 作用， 显然 两 根 杆 件 横 截面 上 的 内 力 是 相等 
入 ， 随 着 外 力 的 增加 ， 截 面 面 积 小 的 杆 件 必 然 先 断 。 这 是 因为 轴 力 只 是 杆 横 截面 上 分 布 内 
力 的 合力 。 而 要 判断 杆 的 强度 ， 还 必须 知道 内 力 在 截面 土 分 布 的 密集 程度 (简称 内 力 集 度 )。 
内 力 在 一 点 处 的 集 度 称 为 应 力 。 为 了 说 明 截面 上 某 一 点 处 的 应 力 ， 可 绕 E 点 取 一 微 
小 面积 A4， 作 用 在 A4 上 的 内 力 合力 记 为 AF“ 如 图 3.7(a) 所 示 ， 则 比值 

AF 


av] 


称 为 Ad 上 的 平均 应 力 - 
КА 2р СНЕ. 截面 上 各 点 处 的 内 力 虽然 是 连续 
7 м р “分布 的 ， 但 并 不 一 定 均匀 ， 因 此 ， 平 均 应 力 的 值 将 


随 A 和 4 的 大 小 而 变化 ， 它 还 不 能 表明 内 力 在 E 点 处 的 



















































А ® 真实 强 弱 程度 。 只 有 当 A4 无 限 缩小 并 趋 于 零 时， 平 
37 MAMEDE 均 应 力 pa 的 极限 值 p A AERA E 点 处 的 内 力 集 度 。 
‚ АЁ ағ 
p=lim—=— 
МЛЯ dA 


И, р——Е 点 处 的 应 力 。 

应 力 p 也 称 为 E 点 的 总 应 力 。 通 常 应力 p 与 截面 既 不 垂直 也 不 相 切 ， 力 学 中 总 是 将 它 
分 解 为 垂直 于 截面 和 相 切 于 截面 的 两 个 分 量 [图 3.7(b)]。 与 截面 垂直 的 应 力 分 量 称 为 法 向 应 
力 ( 或 正 应 力 )， 用 o 表 示 ; 与 截面 相 切 的 应 力 分 量 称 为 切 应 力 (或 前 应 力 )， 用 表示 。 

应 力 的 单位 是 帕斯卡 ， 简 称 为 由 ， 符 号 为 “Pa”。 

1Pa=1Nm (1 帕 =1 牛 / 米 ? 

工程 实际 中 应 力 数值 较 大 ， 常 用 千 帕 (kPa)、 兆 帕 (MPa) 及 吉 帕 (GPa) 作 为 单位 。 
1КРа = 10°Pa 
1МРа = 10°Ра 
1GPa = 10?Pa 
工程 图 样 上 ， 长 度 尺寸 常 以 mm 为 单位 ， 即 

1МРа = 109Nm2= 10°4/10®тт?= 1N/mm? 
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Ма, 特别 提示 


应 力 是 构件 内 某 一 点 内 力 的 集 度 值 。 


ВВА 杆 件 横 截面 上 的 应 力 


轴 力 是 轴 向 拉 压 杆 横 截 面 上 的 唯一 内 力 分 量 ， 但 是 ， 轴 力 不 是 直接 衡量 拉 压 杆 强度 的 
指标 ， 因 此 必须 研究 拉 压 杆 横 截面 上 的 应 力 ， 即 轴 力 在 横 截面 上 分 布 的 集 度 ， 试 验方 法 是 
研究 杆 件 横 截 面 应 力 分 布 的 主要 途径 。 图 3.8(a) 表 示 横 截面 为 正方 形 的 试 样 ， 其 边 长 为 a， 
在 试 样 表面 相距 ! 处 画 了 两 个 垂直 于 轴线 的 边框 线 ， 即 m 一 m 和 n 一 n。 试 验 开 始 ， 在 试 样 
两 端 缓慢 加 轴 向 外 力 ， 当 到 达 F 值 时 ， 可 以 观察 到 边框 线 m 一 my 和 n 一 n 相对 产生 了 位 移 
Al， 如 图 3.8(b) 所 示 ， 同 时 ， 正 方形 的 边 长 a 减 小 ， 但 其 形状 保持 不 变 ，m 一 mw 和 nr 一 mn' 仍 
垂直 轴线 。 


















































图 3.8 横 截 面 为 正方 形 的 试 样 图 


根据 试验 现象 ， 可 做 以 下 假设 : 受 轴 向 拉 伸 的 杆 件 ， 变 形 后 横 截面 仍 保持 为 平面 ， 两 平 
面相 对 地 位 移 了 一 段 距离 ， 这 个 假设 称 为 平面 假设 。 根 据 这 个 假设 ， 可 以 推论 m 一 n' 段 纵 
向 纤维 伸 长 。 根 据 材料 均匀 性 假设 ， 变 形 相 同 ， 则 截面 上 每 点 受 力 相 同 ， 即 轴 力 在 横 截 面 上 
分 布 集 度 相同 [图 3.8(c)]， 结 论 : 轴 向 拉 压 等 截面 直 杆 ， 横 截面 上 正 应 力 均 匀 分 布 ， 表 达 为 


-及 或 = т 
o= 或 mu Е (3-1) 




















Ма, 特别 提示 
经 试验 证 实 ， 式 (3-1) 适 用 于 轴 向 拉 压 ， 符 合 平面 假设 的 横 截面 为 任意 形状 的 等 截面 
直 杆 。 
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正 应 力 与 轴 力 有 相同 的 正 、 负 号 ， 即 拉 应 力 为 正 ， 讨 应 力 为 负 。 


A 应 用 案例 3-2 
1 一 阶梯 形 直 杆 受 力 如 图 3.9(a) 所 示 ， 已 知 模 截 面 面 积 为 41 = 400 тт, 
【知识 链接 】 43=300mm?*?，A43=200mm*， 试 求 各 横 截 面 上 的 应 力 。 
【 解 】(1) 计算 轴 力 ， 画 轴 力 图 。 
利用 截面 法 可 求 得 阶梯 杆 各 段 的 轴 力 为 Аха = 50КМ, Ако = – 30КМ, Руз =10kN, Fna = 
-20kN。 轴 力图 如 图 3.9(b) 所 示 。 



































3.9 应 用 案例 3-2 


(2) 计算 各 段 的 正 应 力 。 








Fa 50х10° А 
АВ ft: =M= MPa = 125MPa ( 拉 应 力 
段 Сав д 400 а а( ) 
3 
BC 段 : све -二 0x10 мра = -100MPa( 压 应 力 ) 
4, 300 
› 
CD 段 : ссь=*з®=19®*19 Mpa = 33.3МРа ( 拉 应 力 ) 
A, 300 
3 
DE Ж: ope =E -22010 мра = -100MPa( 压 应 力 ) 
А, 200 
【案例 点 评 】 


该 案例 说 明 内 力 、 截 面 、 应 力 三 者 之 间 的 相互 关系 ， 即 内 力 相 同 ， 截 面 不 同 ， 应 力 不 
H; 内 力 不 同 ， 截 面相 同 ， 应 力 不 同 。 并 明确 作 轴 力图 的 方法 、 步 骤 和 要 点 。 
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L MARB f 
石 砌 桥墩 的 墩 身高 h= 10m, 其 横 截面 尺寸 如 图 3.10 所 示 。 
如 果 荷 载 = 1000kN， 材 料 的 容重 y = 23kN/m*， 求 墩 身 底部 
横 截面 上 的 压 应 力 。 _ 
【 解 】 建 筑 构件 自重 比较 大 时 ， 在 计算 中 应 考虑 其 对 应 力 5 
的 影响 。 
墩 身 横 截面 面积 L 





А=3х 2 


墩 身 底面 应 力 С) а 


_F yAh_ 1000х10°№ ая 
Ы А Е 9.14m: + 10m х 23 x 10°N/m’ ч 3m mm 
= 34 x 10fPa = 0.34MPa (Ж) 
【案例 点 评 】 图 3.10 应 用 案例 3-3 图 
在 结构 自重 作用 下 最 大 内 力 和 最 大 应 力 的 计算 十 分 重要 ， 应 熟练 掌握 。 
ЕЕЕ 应 力 集中 的 概念 


轴 向 拉 压 杆 件 ， 在 截面 形状 和 尺寸 发 生 突变 处 (图 3.11); -如 油槽 、 肩 轴 、 螺 栓 孔 等 处 ， 
会 引起 局 部 应 力 又 然 增 大 的 现象 ， 称 为 应 力 集中 。 


3.11 应 力 集中 图 
上 的 名 义 应 力 an( 不 考虑 应 力 集中 的 条 























应 力 集中 的 程度 用 最 大 局 部 应 力 amax 与 该 截面 
件 下 截面 上 的 平均 应 力 ) 的 比值 表示 ， 即 
gala (3-2) 
о, 


比值 К 称 为 应 力 集中 因数 。 
在 设计 时 ， 从 以 下 三 方面 考虑 应 力 集中 对 构件 强度 的 影响 。 
(1) 在 设计 脆性 材料 构件 时 ， 应 考虑 应 力 集中 的 影响 。 
(2) 在 设计 塑性 材料 的 静 强度 问题 时 ， 通 常 可 以 不 考虑 应 力 集中 的 影响 。 
(3) 设计 在 交 变 应 力作 用 下 的 构件 时 ， 制 造 构件 的 材料 无 论 是 塑性 材料 或 脆性 材料 ， 


都 必须 考虑 应 力 集中 的 影响 。 





























71 


A 
A 
ПП 928-0 




















等 直 杆 在 轴 向 外 力作 用 下 ， 其 主要 变形 为 轴 向 伸 长 或 缩短 ， 同 时 ， 横 向 缩短 或 伸 长 。 
若 规定 伸 长 变形 为 正 ， 缩 短 变形 为 负 ， 在 轴 向 外 力作 用 下 ， 等 直 杆 轴 向 变形 和 横向 变形 恒 



































为 异 号 。 
пасть 
如 图 3.12 так, KA WSE. EA FEAT, ` 伸 长 了 A1= л 1， 杆 件 横 截面 
上 的 正 应 力 为 
-E fy 
全 
АУА 
轴 向 正 应 变 为 
$ -A (3-3) 





Lo taS] 
LZIN р 


93.12 轴 向 变形 图 


试验 表明 ， 当 杆 内 的 应 力 不 超 过 材料 的 某 一 极限 值 ， 则 正 应 力 和 正 应 变 成 线性 正比 关 
Ж, БШ 
с=Е• є (3-4) 
式 中 ，E 一 一 材料 的 弹性 模 量 ， 其 常用 单位 为 GPa(1GPa = 10?Pa)， 各 种 材料 的 弹性 模 量 在 
设计 手册 中 均 可 以 查 到 。 

式 (3-4) 称 为 胡 克 定律 ， 是 英国 科学 家 胡 克 (Robert Hooke，1635 一 1703) 于 1678 年 首次 

试验 方法 论证 了 这 种 线性 关系 后 提出 的 。 胡 克 定 律 的 另 一 种 表达 式 为 
Fl 


A= 3-5 
EA (3-5) 



































式 中 ，E4 一 一 杆 的 拉 压 刚度 。 
式 (3-5) 只 适用 于 在 杆 长 为 /长 度 内 Fy E A 均 为 常 值 的 情况 下 ， 即 在 杆 为 1 长 度 内 变 
形 是 均匀 的 情况 。 
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横向 变形 、 泊 松 比 


横 截 面 为 正方 形 的 等 截面 直 杆 ， 在 轴 向 外 力 书 作用 下 ， 边 长 由 a 变 为 au，Aa=a-aw， 
则 横向 正 应 变 为 









































Rs 经 (3-6) 
试验 结果 表明 ， 当 应 力 不 超 过 一 定 限度 时 ， 横 向 应 变 є' 与 轴 向 应 变 s 之 比 的 绝对 值 是 
一 个 常数 ， 即 


E 


E 
式 中 , v 一 一 横向 变形 因数 或 泊 松 比 ， 是 法 国 科 学 家 泊 松 (Simon Denis Poisson, 1781—1840) 
于 1829 年 从 理论 上 推演 得 出 的 结果 ， 后 ) Е. 
ЭБ АЕ EAFA h TE TE ТА ГАЈ ТЕ ЛЯ О IE Йй ЗЕН Б 5. ЯТ ЈА Эу 
E'= -vE (3-7) 


у= 











R 3-1 给 出 了 常用 材料 的 E、v 值 。 
表 3-1 常用 材料 的 E、v 值 





























材料 名 称 牌 5 E/GPa v 
低 碳 钢 Q235 200 一 210 0.24 一 0.28 
中 碳 钢 45 205 0.24—0.28 
低 合金 钢 16Mn 200 0.25~0.30 
合金 钢 40CrNiMoA 210 0.25 一 0.30 
灰 铸 铁 = 60-162 0.23—0.27 
球墨 铸铁 = 150—180 a 
IGEA LY12 71 0.33 
硬 铝 合金 == 380 == 
混凝土 = 15.2 一 36 0.16 一 0.18 
木材 ( 顺 纹 ) = 9.8 一 11.8 0.0539 
木材 ( 横 纹 ) be 0.49 一 0.98 = 

拉 压 杆 的 位 移 
等 直 杆 在 轴 向 外 力作 用 下 ， 发 生变 形 ， 会 引起 杆 上 某 点 处 在 空间 位 置 的 改变 ， 即 产生 











了 位 移 。 位 移 与 变形 密切 相关 ， 一 根 轴 向 拉 压 杆 的 位 移 可 以 直接 用 变形 来 度量 。 在 建筑 行 
业 ， 由 于 构件 的 自重 较 大 ， 在 求 其 变形 和 位 移 时 往往 要 考虑 自重 的 影响 。 


/ 
一 应 用 案例 3-4 
阶梯 形 钢 杆 如 图 3.13 所 示 。 所 受 荷载 FI = ЗОКМ, Р = 10К№. АС 段 的 模 截面 面积 Aac 
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= 500mm, CD 段 的 横 截 面 面 积 4cp = 200mm, # 
ЖЕ Е = 200GPa。 试 求 : 

(1) 各 段 杆 横 截面 上 的 内 力 和 应 力 ; 

(2) 杆 件 内 最 大 正 应 力 ; 

(з) 杆 件 的 总 变形 。 





360 【 解 】(1) 计算 支 反 力 。 
以 杆 件 为 研究 对 象 ， 受 力图 如 图 3.13(b) 所 示 。 
(а) 由 平衡 方程 


DF=0, Fa-Fi- Fras=0 
Fra = Р - Е = (10 – 30)kN 
=-20kN 
(2) 计算 各 段 杆 件 横 截 面 上 的 轴 力 。 
АВ 段 : Fuss= Fra = —20КМ(Ж 27) 
BD fk: „Евр = Ез = 10КМ( 27) 
(3) 画 出 轴 力 图 ， 如 图 3.13(c) 所 示 。 
(4)* 计 算 各 段 应 力 。 

















(©) АВА: 
_ Бш 20х10 , 
图 3.13 应 用 案例 3-4 图 OB == Ма-а (ЖШ 7) 
BC 段 : 
Е, 
б-а. 010. MPa = 20МРа ( 拉 应 力 ) 
CD 段 : 
se Баш 1010 MPa = 50МРа (#70 27) 
CD 
(5) 计算 杆 件 内 最 大 的 应 力 。 
最 大 正 应 力 发 生 在 CD 段 ， 其 值 为 
сы, =l0xl0 мра = 50МРа 
200 


(6) 计算 杆 件 的 总 变形 . 
由 于 杆 件 各 段 的 面积 和 轴 力 不 一 样 ， 则 应 分 段 计 算 变形 ， 再 求 代 数 和 。 
Аї= Ав + Авс + Аср = Ева + Fsplsc + Fgplcp 





ЕА е ЕА с Edcp 
Е 1 > -20x10 x100 , 10x10 x100 10х10° x100 
200x10° 500 500 200 
=0.015mm 


整个 杆 件 伸 长 0.015mm。 


— ~ 一作 


= З= е 





/ 
-一 应 用 案例 3-5 
如 图 3.14 АЖ, В = 40kN， 圆 截面 钢 杆 4B8 的 直径 d=20mm， 杆 BC 是 工 字 


钢 ， 其 横 截面 面积 为 1430mm2， 钢 材 的 弹性 模 量 E=200GPa. REREN FEAT, AA 
В KPLH. 


150cm 
A 1 В 





200cm 


(с) 


(b) 


图 3.14 应 用 案例 3-5 
图 3.14(b)]。 


(a) 





【 解 】(1) 取 结 点 В 为 研究 对 象 ， 求 两 杆 轴 力 [ 
DFR=0 -FM Fi x+ Fein30° =0 


LA =0. Арх t Есоѕ30° = 0 
Еуо = 40КМ х соѕ30° х 5 =43.3kN 


ENT= FN2 “+ Fsin30? 32 +405] КМ = 46kN 


(2) RAB ВС} ®Ж. 
Alh = Ем, == 
EA 200х10°Рах A x (20)?mm? 


46x10°Nx150x10mm 
= 1.1mm 





м, -Fah - 43.3x10 Nx250mm а 
ЕА, 200х10°Рах1430тт? 
(3) RB ALE, ERWE, 利用 几何 关系 求解 [图 3.14(c)]。 
圆心 ，(1, + AD) 为 半径 作 圆 ， 两 圆 弧 


以 4 点 为 圆心 ，(0 + ADD) 为 半径 作 圆 ， 再 以 C 点 为 
线 交 于 B” 点。 因为 An 和 AD 与 原 杆 相 比 非常 小 ， 属 于 小 变形 ， 可 以 采用 切线 代 圆 弧 的 近似 


方法 ， 两 切线 交 于 B' 点 ， 利 用 三 角 关系 求 出 B 点 的 水 平 位 移 和 铅 垂 位 移 。 
KFL Дь = Ah = 1.1mm 
铅 垂 位 移 a» А, + она 
COSC 


(озна лат) х 了 1.3mm 


Ap= + Аў, = (1.1) + (1.3) mm= 17mm 
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【案例 点 评 】 
该 案例 说 明了 在 静 定 结构 条 件 下 ， 杆 件 的 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 与 杆 件 所 受 的 外 力 、 
截面 、 材 料 、 杆 长 之 间 的 计算 关系 。 


材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 ， 是 指 材料 在 受 力 过 程 中 的 强度 和 变形 方面 体现 出 的 
特性 ， 是 解决 强度 、 刚 度 和 稳定 性 问题 不 可 缺少 的 依据 。 

材料 在 拉 伸 与 压缩 时 的 力学 性 能 ， 是 通过 试验 得 出 的 * 拉 伸 与 压缩 通常 在 万 能 材料 试 
验 机 上 进行 。 拉 伸 与 压缩 的 试验 过 程 : 把 不 同 材料 按 标 准 制 成 的 试 件 装 夹 到 试验 机 上 ， 试 
验 机 对 试 件 施加 荷载 ， 使 试 件 产生 变形 甚至 破坏 。 试验 机 士 的 测量 装置 测 出 试 件 在 受 荷载 
作用 变形 过 程 中 ， ЙИН 及 变形 情况 等 数据 ,- 由 此 测 出 材料 的 力学 性 能 。 

本 章 主要 介绍 在 常温 、 静 载 条 件 下 , 塑性 材料 和 脆性 材料 在 拉 伸 和 压缩 时 的 力学 性 能 。 


жын 


试 样 如 图 3.15 所 示 ， 它 的 形状 尺寸 取决 于 被 试验 的 金属 产品 的 形状 与 尺 r 通常 以 产 
品 、 压 制 坯 或 铸 锭 切取 样 坯 经 机 加 工 制 成 试 样 。 试 样 原 始 标 距 与 原始 横 截 面 面 积 有 b= И 
关系 者 称 为 比例 试 样 。 国 际 上 使 用 的 比例 系数 不 的 值 为 5.65。 若 为 5.65 的 值 不 能 符合 
一 最 小 标 距 要 求 时 可 以 采取 较 高 的 值 (优先 采用 11.3 的 值 )。 采用 圆 形 试 样 , 换算 后 
Ж lo = 104 两 种 试 样 按照 GB/T 2975 一 1998《 钢 及 钢 产 品 力学 性 能 试验 取样 位 置 及 试 样 制 
备 》 的 要 求 切取 样 坯 和 制备 试 样 。 


【参考 图 文 】 






















































(b) ЯШАР 











3.15 拉 伸 试 样 
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(НРУ ао 88КЕ ВЕ 
低 碳 钢 为 典型 的 塑性 材料 ， 在 应 力 -应 变 图 中 





到 3.16)， 呈 现 如 下 四 个 阶段 。 




















3.16 ” 低 碳 钢 拉 伸 时 的 应 力 - 应 变 图 


1， 弹 性 阶段 (图 3.16 的 oa' 段 ) 
图 3.16 的 oa 段 为 直线 段 ，a 点 对 应 的 应 力 称 为 比例 极限 ， 用 cv 表示。 此 阶段 内 ， 正 
应 力 和 正 应 变 成 线性 正比 关系 ， 即 遵循 胡 克 定律 ，a = E，s。 设 直线 的 斜 角 为 a， 则 可 得 
弹性 模 量 已 和 w 的 关系 
tang == (3-8) 
E 


а Ма» "线段 微 弯 ， 若 自 w 点 以 前 卸载 ， 试 样 无 塑性 变形 ，w%' 对 应 的 
应 力 称 为 弹性 极限 ， е 示 。 弹 性 极限 与 比例 极限 非常 接近 ， 但 是 物理 意义 是 不 同 的 。 

2.， 层 服 阶 段 (图 ,3.16 的 bc 段 ) 

超过 比例 极限 之 后 ， 应 力 和 应 变 之 间 不 再 保持 正比 关系 。 过 b 点 ， 应 力 变化 不 大 ， 应 
变 急剧 增 大 ， 曲 线 上 出 现 水 平 锯齿 形状 ,材料 失去 继续 抵抗 变形 的 能 力 ， 发 生 届 服 现象 ， 
一 般 称 试 样 发 生 届 服 而 应 力 首次 下 降 前 的 最 高 应 力 (b 点 ) 为 上 屈服 强度 (上 届 服 极限 ); 在 届 
服 期 间 ， 不 计 初 始 瞬时 效应 时 的 最 低 应 力 (2') 称 为 下 届 服 强度 (下 届 服 极限 )。 工程 上 常 称 下 
届 服 强度 为 材料 的 屈服 极限 ， 用 es, 表示。 材料 屈服 时 ， 在 光滑 试 样 表面 可 以 观察 到 与 轴线 
成 45° 角 的 纹 线 ， 称 为 滑 移 线 (图 3.17)， 它 是 屈服 时 晶 格 发 生 相 对 错 动 的 结果 

















~ 
[а] [а] 


Ey 
> еН 


【知识 链接 】 





(а) БЕИ (b) 颈 缩 试 件 
图 3.17 ”变形 试 件 
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3. 强化 阶段 (图 3.16 的 cd 段 ) 


经 过 屈服 阶段 ， 材 料 唱 格 重组 后 ， 又 增加 了 抵抗 变形 的 能 力 ， 要 使 试 件 继续 伸 长 就 必 
须 再 增加 拉力 ， 这 个 阶段 称 为 强化 阶段 。 曲 线 最 高 点 4 处 的 应 力 ， 称 为 强度 极限 ， 用 cv 表 
示 ， 它 代表 材料 破坏 前 能 承受 的 最 大 应 力 。 

在 强化 阶段 某 一 点 了 处 ， 缓 慢 卸 载 ， 则 试 样 的 应 力 -应 变 曲线 会 沿 着 万 ! 回 到 o 点 ， 从 
图 上 观察 直线 jo 近似 平行 于 直线 og。 图 中 ото; 表示 恢复 的 弹性 变形 ，oo 表示 不 可 以 恢复 
的 塑性 变形 。 如 果 印 载 后 重新 加 载 ， 则 应 力 -应 变 曲线 基本 上 沿 着 of 线 上 升 到 点， 然后 
仍 按 原来 的 应 力 -应 变 曲线 变化 ， 直 至 断裂 。 低 碳 钢 经 过 预 加 载 后 ( 即 从 开始 加 载 到 强化 阶 
段 再 外 载 )， 使 材料 的 弹性 强度 提高 ， 而 塑性 降低 的 现象 称 为 冷 作 硬化 。 工 程 中 ， 常 利用 冷 
作 硬 化 来 提高 材料 的 弹性 强度 ， 如 制造 螺栓 的 棒 材 要 先 经 过 冷 拔 ,建筑 用 的 钢筋 、 起 重 上 
的 钢 索 ， 常 利用 冷 作 硬 化 来 提高 材料 的 弹性 强度 。 材 料 经 过 冷 作 硬化 后 塑性 降低 ， 可 以 通 
过 退火 处 理 ， 以 消除 这 一 现象 。 

4. 局 部 变形 阶段 (图 3.16 的 de 段 ) 


当 应 力 增 大 到 ob 以 后 ， 即 过 а 点 后 ， 试 样 变 形 集中 到 某 一 局 部 区 域 ， 由 于 该 区 域 横 截 
面 的 收缩 ， 形 成 了 如 图 3.17(b) 所 示 的 “ 颈 缩 ” 现象。 因 局 部 横 截 面 的 收缩 ， 试 样 再 继续 变 
形 ， 所 需 的 拉力 逐渐 减 小 ， 曲 线 自 d 点 后 下 降 ， 最 后 在 “ 颈 缩 ” 处 被 拉 断 。 

在 工程 中 ， 代 表 材 料 强度 性 能 的 主要 指标 是 屈服 极限 c, 和 强度 极限 cu。 

在 拉 伸 试验 中 ， 可 以 测 得 表示 材料 塑性 变形 能 力 的 两 个 指标 ， 伸 长 率 和 断面 收缩 率 。 

(1) 伸 长 率 : 










































































































































































s-i 100% (3-9) 
式 中 ，/ 一 一 试验 前 在 试 样 上 确定 的 标 距 ( 一 般 是 Sd BR 10d, d 为 试 样 的 直径 ); 
1 一 一 试 样 断裂 后 ， 标 距 变 化 后 的 长 度 。 
低 碳 钢 的 伸 长 率 为 26% 一 30%， 工 程 上 常 以 伸 长 率 将 材料 分 为 两 大 类 : 5 三 5% 的 材料 
称 为 塑性 材料 ， 如 钢 、 铜 、 铝 、 化 纤 等 材料 ，5 < 5% 的 材料 称 为 脆性 材料 ， 如 灰 铸 铁 、 玻 
璃 、 陶 瓷 、 混 凝 土 等 。 
(2) 断面 收缩 率 : 








у -2-4, 100% (3-10) 


式 中 ，4 一 一 试验 前 ， 试 样 的 横 截面 面积 ; 
4 一 一 断裂 后 ， 断 口 处 的 横 截面 面积 。 
低 碳 钢 的 断面 收缩 率 为 50% 一 60%。 


其 他 材料 拉 全 时 的 力学 性 能 


灰 铸 铁 是 典型 的 脆性 材料 ， 其 应 力 -应 变 图 是 一 条 微 弯 的 曲线 ， 如 图 3.18 所 示 ， 图 中 
没有 明显 的 直线 。 无 屈服 现象 ， 拉 断 时 变形 很 小 ， 其 伸 长 率 5 < 1， 强 度 指标 只 有 强度 极限 
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1 于 灰 铸 铁 拉 伸 时 没有 明显 的 直线 ， 工 程 上 常 将 原点 O 与 党 处 А ERER, NNR 
的 斜率 估算 铸铁 的 弹性 模 量 Eo 





















































图 319 是 几 种 塑性 材料 的 应 力 - 应 变 图 ， 。 "MPa 
从 图 中 可 以 看 出 ， 高 强 钢 、 合 金 钢 、 低 强 钢 的 第 
一 阶段 相近 ， 即 这 些 材料 的 弹性 模 量 E 相近 。 О Й 
有 些 材 料 ， 如 黄 铜 、 高 碳 钢 T10A、20Cr 等 无 明 【参考 图 文 】 
显 届 服 阶段 ,只 有 弹性 阶段 、 强 化 阶段 和 局 部 变 
形 阶段 。 

对 于 没有 明显 届 服 阶段 的 塑性 材料 , 通常 以 єў 
产生 0.2% 的 塑性 应 变 所 对 应 的 应 力 值 作 为 届 服 
极限 (图 3.20)， 称 为 名 义 屈服 极限 ， 用 co 表示 图 3.18“ 灰 铸铁 应 力 -应 变 图 














(2002 年 的 标准 称 为 规定 残余 延伸 强度 ， 用 RER, W Ra2 必 表示 规定 残余 延 仲 率 为 0.2% 
时 的 应 力 )。 
о/МРа 
1500 


1000 


500 





0 10 20 30 40 30 &/(%) | шж с 
3.19 几 种 塑性 材料 的 应 力 - 应 变 图 图 3.20 ”名义 屈服 极限 图 
材料 压缩 时 的 力学 性 能 


金属 材料 的 压缩 试 样 ， 一 般 制 成 短 圆 柱 形 ， 圆 柱 的 高 度 为 直径 的 1.5 一 3 倍 ， 试 样 的 上 
下 平面 有 平行 度 和 光洁 度 的 要 求 。 
非 金属 材料 ， 如 混凝土 、 石 料 等 通常 制 成 正方 形 。 

低 碳 钢 是 塑性 材料 ， 其 压缩 时 的 应 力 - 应 变 图 如 图 3.21 所 示 。 和 拉 伸 时 的 曲线 相 比 较 ， 
可 以 看 出 ， 在 屈服 以 前 ， 压 缩 时 的 曲线 和 拉 伸 时 的 曲线 基本 重合 ， 而 且 o。、os、E 与 拉 伸 
时 大 致 相等 ， 届 服 以 后 随 着 压力 的 增 大 ， 试 样 被 压 成 “ 鼓 形 ”， 最 后 被 压 成 “薄饼 ”而 不 发 
生 断 裂 ， 所 以 低 碳 钢 压 缩 时 无 强度 极限 。 

铸铁 是 脆性 材料 ， 其 压缩 时 的 应 力 -应 变 图 如 图 3.22 所 示 ， 试 样 在 较 小 变形 时 突然 破 
十， 压缩 时 的 强度 极限 远 高 于 拉 伸 强度 极限 (为 3 一 6 倍 )， 破 坏 断 面 与 横 截面 成 43" 一 55? 的 
倾角 ， 根 据 应 力 分 析 ， 铸 铁 压 缩 破 坏 属于 剪 切 破坏 。 
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о є 
图 3.21 低 碳 钢 压缩 的 应 力 - 应 变 图 图 3.22 铸铁 压缩 的 应 力 -应 变 图 











建筑 专业 用 的 混凝土 ， 其 压缩 时 的 应 力 -应 变 图 如 图 3.23 所 示 ， 从 曲线 上 可 以 看 出 ， 
混凝土 的 抗 压强 度 要 比 抗 拉 强度 大 10 倍 左 右 。 混凝土 试 样 压缩 破坏 形式 与 两 端面 所 受 摩擦 
阻力 的 大 小 有 关 。 如 图 3.24(a) 所 示 ， 混 凝 土 试 样 两 端面 加 润滑 剂 后 ， 压 坏 时 沿 纵 向 开裂 ; 
如 图 3.24(b) 所 示 ， 试 样 两 端面 不 加 润滑 剂 ， 压 坏 时 是 中 间 和 剥落 而 形成 两 个 锥 截面 。 




















0 0:001 0.003 0005. 29%) (а). ЇЙЇ ЖИДЕ КАДАК СЬ) 天 润滑 剂 混 凝 十 试 样 


图 3.23 ”混凝土 压缩 的 应 力 -应 变 图 图 3.24 混凝土 试 样 
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安全 因数 与 许 用 应 力 


在 力学 性 能 试验 中 ， 测 得 了 两 个 重要 的 强度 指标 : 屈服 极限 和 强度 极限 。 对 于 塑性 材 
料 ， 当 应 力 达到 届 服 极限 时 ， 构 件 已 发 生 明 显 的 塑性 变形 ， 影 响 其 正常 工作 ， 称 之 为 失效 ， 
因此 把 届 服 极限 作为 塑性 材料 的 极限 应 力 ; 对 于 脆性 材料 ,， 直到 断裂 也 无 明显 的 塑性 变形 ， 
断裂 是 失效 的 唯一 标志 ， 因 而 把 强度 极限 作为 脆性 材料 的 极限 应 力 。 

根据 失效 的 准则 ， 将 屈服 极限 与 强度 极限 通称 为 极限 应 力 ， 用 cu 表示 。 

为 了 保障 构件 在 工作 中 有 足够 的 强度 ， 构 件 在 载荷 作用 下 的 工作 应 力 必 须 低 于 极限 应 
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力 。 为 了 确保 安全 ， 构 件 还 应 有 一 定 的 安全 储备 。 在 强度 计算 中 ， 把 极限 应 力 cu 除 以 一 个 
大 于 1 的 因数 ， 得 到 的 应 力 值 称 为 许 用 应 力 ， 用 [a] 表 示 ， 即 


[0]=2* (3-11) 
п 











式 中 ,nn 一 一 安全 因数 。 
许 用 拉 应 力 用 [ad 表示 ， 许 用 压 应 力 用 [ae] 表 示 。 在 工程 中 ， 安 全 因数 ”的 取 值 范围 由 
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国家 标准 规定 ， 一 般 不 能 任意 改变 。 对 于 一 般 常 用 材料 的 安全 因数 及 许 用 应 力 数值 ， 在 国 
家 标准 或 有 关 手册 中 均 可 以 查 到 。 
ЕСА 强度 条 件 
为 了 保障 构件 安全 工作 ， 构 件 内 最 大 工作 应 力 必须 小 于 或 等 于 许 用 应 力 ， 表 示 为 
om (人 SE) жо] G-12) 
式 G-12) 称 为 拉 压 杆 的 强度 条 件 。 对 于 等 截面 拉 压 秆 ， 雪 示 为 
сык == sia] (3-13) 
利用 强度 条 件 ， 可 以 解决 以 下 三 类 强度 问题 。 
| її 











{ЕВ Ж ЕЕЕ ЛК. АТИР У 70 Ж 5Е 7018 К, 检验 构件 能 和 否 满足 上 述 强度 条 
件 ， 以 判别 构件 能 否 安全 工作 。 

2. 设计 截面 

已 知 拉 压 杆 所 受 的 荷载 及 所 用 材料 的 许 用 应 力 , 根据 强度 条 件 设计 截面 的 形状 和 尺寸， 
表达 式 为 








Fy 
А2 аы. 3-14 
[0] (3-14) 
3. 计算 许 用 荷载 
己 知 拉 压 杆 的 截面 尺寸 及 所 用 材料 的 许 用 应 力 ， 计 算 杆 件 所 能 承受 的 许 用 轴 力 ， 再 根 
据 此 轴 力 计 算 许 用 荷载 ， 表 达 式 为 
































Frmax<A[o] (3-15) 
在 计算 中 ， 若 工作 应 力 不 超 过 许 用 应 力 的 5%， 在 工程 中 仍然 是 允许 的 。 


; Z 应 用 案例 3-6 


一 个 三 角 架 如 图 3.25 所 示 , АВ 杆 由 两 根 80mm x 80mm x 7mm 等 边 角 钢 组 成 ， 横 截面 
积 为 41， 长 度 为 2m，AC 杆 由 两 根 No.10 槽 钢 组 成 ， 横 截面 积 为 4， 钢材 为 No.3 钢 ， 许 
用 应 力 [a] = 120МРа. 

求 : 许 用 荷载 。 
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【 解 〗(1) 对 结 点 4 进行 受 力 分 析 。 
У)5=0 Frassin30°— Fp=0 
Е, ЖҮ 
Fiue= 一 -一 2Fp( 受 拉 ) 
sin30° 
PF.=0 -Fuscos30° - Frac = 0 
Fyac = -Fyagcos30° = -1.732Fp ($E) 
(2) HAA 2А]. 
查 型 钢 表 : А = 10.86ст х 2 = 21.72ст?>; 
Аз = 12.74ст? х 2 = 25.48ст? 
由 强度 计算 公式 бык =m <[a] 





图 3.25 ”应 用 案例 3-6 图 





则 [Р] = 40] 
[Емав] = 21.7 х 102тт> х 120МРа = 2603 
[Frac] = 25.48 х 10°mm? х 120МРа = 306kN 
(3) 计算 许 用 荷载 。 


[Fp] = 130kKN 
[Fr] = LYN EIEN _ 176,5kN 
ЭЭ), 1.732 А 


[5] = тіп{Ръ, Fp2} = 130KN 

【案例 点 评 】 

在 计算 许 用 荷载 时 7 分 别 计算 杆 4B 及 杆 4C 的 许 用 荷载 后 ， 取 二 者 的 最 小 值 。 这 是 为 
什么 ? 请 思 


Z 应 用 案例 3.7 


起 重 吊 钧 如 图 3.26 所 示 , 它 的 上 端 借 螺母 固定 ,车 吊 钧 螺栓 内 径 d=55mm, Е = 170kN， 
材料 许 用 应 力 [ac] = 160MPa。 试 校 核 螺栓 部 分 的 强度 。 
【 解 】(1) 计算 螺栓 内 径 处 的 面积 。 
P _nd’ _nx(55x10°) m? = 2375mm? 
(2) 计算 螺栓 的 工作 应 力 并 校 核 。 
到 170х103 














o=- x~ 71.6MPa<[a]=160MPa 
A 2375тт? 

(3) 结 ; 

吊 钧 螺栓 部 分 强度 条 件 满足 。 

【案例 点 评 】 


强度 校 核 的 计算 : 在 已 知 结构 所 受 外 力 , 结构 各 构件 的 截面 尺 
+}, 结构 各 构件 组 成 材料 的 前 提 下 ， 先 计算 构件 的 内 力 , 再 计算 构 
件 的 工作 应 力 ， 后 进行 校 核 ， 给 出 结论 。 





图 3.26 ”应 用 案例 3-7 图 
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L 应 用 案例 3-8 


如 图 3.27 所 示 一 托 架 ，AC 是 圆 钢 杆 ， 许 用 拉 应 力 [ad] = 160MPa，BC 是 方 木 杆 ，F = 
60kN， 试 选 定 钢 杆 直径 а. 

EID 轴 力 分 析 。 取 结 点 С 为 研究 对 象 ， 并 假设 
钢 杆 的 轴 力 Fwuc 为 拉力 ， 木 杆 的 轴 力 Fuec ЖЕ, Ht 
力 平衡 条 件 >,F,=0， 得 

















Е 
Fygc * sing- F=0 i 
E Ии ше 108kN 
sing 2 x 
2+3 Fw Е 
нук =0, 得 


83.27 应 用 案例 3-8 图 
Fygc ° соѕа -Fuc=0 EAR 


Fyac = Fygccosa Sa * соза = 60 х З kN = 90kN 
sing 2 








(2) 设计 截面 ， 
nd" \ Fuc 
4 AS >—мс 
网 杆 ҮР То] 
а> 4 Kye - 4x90x10N Же 
діс, ] пх160МРа 
(3) ХИВ. 


取 d=27mm 或 按 模 数 取 d= 28 пат. 
【案例 点 评 ] 
在 截面 尺寸 设计 中 ,计算 构件 的 最 终 值 一 般 要 取 正 整数 ， 有 时 还 需 按 原材料 模 数 取 值 。 








在 工程 实际 中 ， 任 何 一 个 结构 物 总 是 通过 一 些 连接 件 将 一 些 基 本 构件 连接 起 来 而 形成 
的 。 例 如 ， 连 接 构 件 用 的 螺栓 、 销 钉 、 焊 接 、 桦 接 等 。 这 些 连接 件 ， 不 仅 受 剪 切 作 用 ， 而 
且 同 时 还 伴随 着 挤 压 作 用 。 本 节 主 要 介绍 剪 切 和 挤 压 的 实用 计算 。 
前 切实 用 计算 


在 工程 中 连接 件 主要 产生 剪 切 变形 。 如 图 3.28(a) 所 示 两 块 钢板 通过 锦 钉 连接 ， 其 中 钾 
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钉 的 受 力 如 图 3.28(b) 所 示 。 在 外 力作 用 下 ， 钾 钉 的 т—п 截面 将 发 生 相对 错 动 ， 称 为 剪 切 
面 。 利 用 截面 法 ， 从 т—п 截面 截 开 ， 在 剪 切 面 上 与 截面 相 切 的 内 力 ， 如 图 3.28(c) 所 示 ， 
HAHH, H Fo 表示 ， 由 平衡 方程 可 知 































































































Fo=F 
在 剪 切 面 上 ， 假 设 切 应 力 均匀 分 布 如 图 3.28(d) 所 示 ， 得 到 名 义 切 应 力 ， 即 
-R З 
p= (3-16) 
式 中 ，4 一 一 剪 切 面 面 积 。 
= 
= К ——=Е 
F- 
а) 
Fo т 
(с) (4) 





图 3.28 ”两 块 钢板 连接 件 图 

剪 切 极限 应 力 ， 可 通过 材料 的 草 切 破坏 试验 确定 # 在 试验 中 测 得 材料 剪断 时 的 前 力 值 ， 
同样 按 式 (3-16) 计 算得 蚤 切 极限 应 力 r。， 极 限 应 为 +, 除 以 安全 因数 ， 即 得 出 材料 的 许 用 应 
力 [z]， 则 剪 切 强度 条 件 表示 为 


r= <[r] (3-17) 




















在 工程 中 ， 剪 切 计算 主要 有 以 下 三 种 : OERA: ©: OYAR. 
现 分 别 举 例 说 明 。 


A 应 用 案例 3-9 
正方 形 截面 的 混凝土 柱 如 图 3.29 所 示 ， 其 横 截面 边 长 为 200mm， 其 基底 为 边 长 lm 的 
正方 形 混凝土 板 ， 柱 承受 轴 向 压力 Р = 100kN。 设 地 基 对 混凝土 板 
的 支 反 力 为 均匀 分 布 ， 混 凝 土 的 许 用 切 应 力 [rz] = 1.5MPa。 试 设计 
Е" 混凝土 板 的 最 小 厚度 5 为 多 少时 ， 才 不 至 于 使 柱 穿 过 混凝土 板 ? 
= 【 解 〗(1) 混凝土 板 的 受 剪 面 面 积 为 
4=02mx4x5=085m 














(2) ЛЖ: 


图 3.29 应 用 案例 3.9 图 Fo=F-|o2xo2m x( | 
lx1m 
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3 

= 100 х 10N 5 (о) 
Іт” 
= 100 х 10° – 4000 = 96 х 10N 


(3) 混凝土 板 厚 度 设计 : 
ON dni 
[r]x800mm 1.SMPax800mm 


(4) 取 混 凝 土 板 最 小 厚度 : 





ô = 80mm 


/ 
> 应 用 案例 3-10 
如 图 3.30 所 示 钢 板 的 厚度 5 = Smm， 其 剪 切 极限 应 力 ru=400MPa。 问 要 加 多 大 的 冲 前 


ЛЕ, 才能 在 钢板 上 冲 出 一 个 直径 а= 18mm 的 圆 孔 ? F 
【 解 〗(1) RA Y ARA 


A=ndő 
© 


(2) 剪断 钢板 的 冲 剪 力 为 


F, 
2 Tu 
A А 
F= т„А= turdo6 = 400МРа x л х 18mm x Smm ©) 
КА 


= 113 х 10% = 11303 

【案例 点 评 】 

剪 切 计算 在 土建 工 程 和 机 械 工业 中 应 用 广泛 7 需要 330 应 用 案例 3-10 图 
我 们 去 学 习 、 掌 握 其 规律 。 


党 应 用 案例 3-11 
为 使 压力 机 在 超过 最 大 压力 已 = 160kN 作用 时 ， 重 要 机 件 不 发 生 破坏 ， 在 压力 机 冲 头 内 
Е 装 有 保险 器 ( 压 塌 块 ) 如 图 3.31 所 示 。 设 极限 切 应 力 ru = 
360MPa, 已 知 保险 器 ( 压 埋 块 ) 中 的 尺寸 中 = 50mm, d = 51mm， 
аф Р = 82mm。 试 求 保险 器 ( 压 塌 块 ) 中 的 尺寸 5 值 。 
5 【 解 〗 为 了 保障 压力 机 安全 运行 ， 应 使 保险 器 达到 最 大 冲 












































压力 时 即 破坏 
кй. F 
A 二 
D т T >т, 
图 3.31 应 用 案例 3-11 图 s=- = 160xI0N _ =2.83mm 
пат, тх50ттх360МРа 


【案例 点 评 】 
利用 保险 器 被 剪断 ， 以 保障 主机 安全 运行 的 安全 装置 ， 在 压力 容器 、 电 力 输 送 及 生活 


中 的 高 压 锅 等 均 可 以 见 到 。 
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挤 压 实用 计算 


连接 件 与 被 连接 件 在 互相 传递 力 时 ， 接 触 表面 是 相互 压 紧 的 ， 接 触 表面 上 的 总 压 紧 力 
称 为 挤 压 力 ， 相 应 的 应 力 称 为 挤 压 应 力 ， 用 ows 表示 。 当 挤 压 应 力 过 大 时 ， 引 起 连接 件 和 被 
连接 件 发 生 塑 性 变形 ， 导 致 结构 连接 松动 而 失效 。 实 际 挤 压 应 力 在 连接 件 上 分 布 很 复杂 。 
例如 ， 圆 柱 形 连接 件 与 钢板 孔 壁 间接 触 面 上 的 应 力 ， 在 理论 上 分 析 如 图 3.32(a) 所 示 。 



































83.32 挤 压 示意 图 





工程 上 为 了 简化 计算 ， 假 定 挤 压 应 力 在 计算 挤 压 面 上 均匀 分 布 ， 表 示 为 


Е, 
аъ FG (3-18) 


bs 

















AP, А027; 
Aws iti A E 

IFAT i EEEE KREA A, Heihe TAR Aos 
取 为 实际 接触 面 在 直径 平面 士 的 正 投影 面积 [图 3.32(O]。 对 于 钢板 、 型 钢 、 轴 套 等 被 连接 
件 ， 实 际 挤 压 面 为 半圆 孔 壁 ， 计 算 挤 压 面 面积 Aes 取 四 半圆 面 的 正 投影 面 ， 如 图 3.32(b) 所 
示 。 按 式 (3-18) 计 算得 到 的 名 义 挤 压 应 力 与 接触 中 点 处 的 最 大 理论 挤 压 应 力 值 相近 。 对 于 键 
连接 和 桦 齿 连 接 ; 其 挤 压 面 为 平面 ， 挤 压 面 面积 按 实际 挤 压 面 计算 。 

通过 试验 方法 ， 按 名 义 挤 压 应 力 公式 得 到 材料 的 极限 挤 压 应 力 ， 从 而 确定 了 许 用 挤 压 
应 力 [au]。 为 保障 连接 件 和 被 连接 件 不 致 因 挤 压 而 失效 ， 其 挤 压 强度 条 件 为 


съ == «оъ (3-19) 
bs 


对 于 钢材 等 塑性 材料 ， 许 用 挤 压 应 力 [ou 与 许 用 拉 应 力 [cd] 有 如 下 关系 ; 
[0ъ]= (1.7 -2.0)[о\] 
如 果 连 接 件 和 被 连接 件 的 材料 不 同 ， 应 按 抗 挤 压 能 力 较 弱 的 构件 为 准 进行 强度 计算 。 



































+ 














/ 
CO 应 用 案例 3-12 
图 3.33(a) 表 示 木 屋 架 结构 ， 图 3.33(b) 为 端 结 点 4 的 单 桦 齿 连接 详 图 。 该 结 点 受 上 弦 杆 
АС 的 压力 Fraco ТЖ AB 的 拉力 Fras RAE А 的 反 力 Pu 的 作用 。 力 Расі БАҒУ TF 
弦 杆 的 接触 面 ае 处 发 生 挤 压 ; H Fc 的 水 平分 力 使 下 弦 杆 的 端 部 沿 剪 切 面 发 生 剪 切 ,此 外 ， 
在 下 弦 杆 截面 削弱 处 ec 截面 ， 将 产生 拉 伸 ( 按 轴 向 拉 伸 考虑 )。 已 知 1= 400тт, А = 60mm， 
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b=160mm, h=200mm, Frac= 60kN, a=5. ЖЖЖ роь. Ит о. 











= 
Б 
роо] 





(а) (b) 
3.33 ”应 用 案例 3-12 图 


【 解 〗(1) Ж ae 截面 的 挤 压 应 力 。 


计算 挤 压 面 面 积 Abs = А 6р GOmm 。160mmEITIx 10mm? 
соз cos30° 
挤 压 应 力 Gi ВЗ. умра 


А. 11.1х10%тт> 
(2) 求 ed 截面 的 切 应 力 。 
计算 剪 切 面 面 积 。 4=1b=400mm x 160mm = 64 х 10mm? 





切 应 力 
‚= Е; _ Кыс * соѕа _ 60х10 Чы саш =0.812MPa 

A A 64х10 тт” 

G) 计算 下 弦 杆 截面 削弱 处 ec 截面 的 拉 应 力 、。 
3 o 
-Fus ~ 60х10" хсов30° _ 232MPa 
A (200--60)x160mm 

【案例 点 评 】 


木 结 构 在 中 和 连接 件 局 部 区 域内 ， 同 时 存在 剪 切 、 挤 压 和 拉 伸 强度 计算 .主要 是 分 析 哪 
些 是 剪 切 面 、 挤 压 面 ， 再 应 用 有 关公 式 来 计算 。 


《小 09 


(1) 本 章 研究 了 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 、 应 力 的 计算 。 拉 ( 压 ) 杆 的 内 力 ( 轴 力 FN) 的 计算 采取 截 
面 法 和 静 力 平衡 关系 求 得 。 拉 ( 压 ) 杆 的 正 应 力 a 在 横 蕉 面 上 均匀 分 布 ， 其 计算 公式 为 


-A 
A 
(2) 胡 克 定律 建立 了 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 ， 其 表达 式 为 
с=Еє 或 м= Ё! 
ЕА 
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纵向 应 变 e 和 横向 应 变 e' 之 间 有 如 下 关系 : 
E'= vE 
(3) 低 碳 钢 的 拉 伸 应 力 应 变 曲线 分 为 四 个 阶段 : 弹性 阶段 、 慑 服 阶 段 、 强 化 阶段 和 颈 
缩 阶段 。 强 度 指 标 有 as 和 ae; 塑性 指标 有 5 和 多 。 
(4) 轴 向 拉 ( 压 ) 的 强度 条 件 为 
Е, 
Cmax = [0] 
利用 该 式 可 以 解决 强度 校 核 、 设 计 截面 和 确定 承载 能 力 这 三 类 强度 计算 问题 。 
(5) 构件 受到 大 小 相等 、 方 向 相反 、 作 用 线 平行 且 相距 很 近 的 两 外 力作 用 时 ， 两 力 之 
间 的 截面 发 生 相 对 错位 ， 这 种 变形 称 为 剪 切 变形 。 工 程 中 的 连接 件 在 承受 剪 力 的 同时 ， 还 
伴随 着 挤 压 的 作用 ， 即 在 传 力 的 接触 面 上 出 现 局 部 的 不 均匀 压缩 变形 。 
(6) 工程 实际 中 采用 实用 计算 方法 来 建立 剪 切 强度 条 件 和 挤 压强 疫 条 件 ， 它 们 分 别 为 





т Е < [2] 
回 sm oum <[0ъ] 
j Ў (7) 确定 连接 件 的 剪 切 面 和 挤 压 是 进行 强度 计算 的 关键 。 剪 切面 与 外 
E] 力 平行 且 位 于 反 向 外 力 之 间 ; 当 挤 压 面 为 平面 时 ， 其 计算 面积 就 是 实际 面 


【资料 阅读 】 积 ; 当 挤 压 面 为 圆柱 体 时 ， 其 计算 面积 等 于 半圆 柱 面积 的 正 投影 面积 。 


бя = ш» 


(1) 两 根 不 同 材料 的 拉杆 ， 其 杆 长 /， 横 截面 面积 4 均 相 同 ， 并 受 相同 的 轴 向 拉力 Е, 
试问 它们 横 截 面目 的 正 应 力 G 及 杆 件 的 伸 长 量 A! 是 否 相同 ? 

(2) 两 根 圆 截面 拉杆 ， 一 根 为 铜 杆 ， 另 一 根 为 钢 杆 ， 两 杆 的 拉 
压 刚度 EA 相同 ， 并 受 相 同 的 轴 向 拉力 灭 。 试 问 它们 的 伸 长 量 Al 和 
横 截 面 上 的 正 应 力 a 是 否 相同 ? 

(3) 如 何 利 用 材料 的 应 力 应 变 图 ， 比 较 材 料 的 强度 、 刚 度 和 塑 
性 ， 图 3.34 中 哪 种 材料 的 强度 高 、 刚 度 大 、 塑 性 好 ? 

(4) 购买 钢材 时 ， 应 先 查阅 钢材 的 材质 单 ， 材 质 单 上 有 哪 两 项 
图 3.34 思考 题 (3) 图 ”强度 指标 和 哪 两 项 塑性 指标 ? 试 阐述 其 物理 意义 。 

(5) 如 何 判断 塑性 材料 和 脆性 材料 》 试 比较 塑性 材料 和 脆性 材料 的 力学 性 能 特点 。 


буз жй» 





O € 


一 、 填 空 题 
(1) 杆 件 的 四 种 基本 变形 是 
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(2) 由 于 外 力作 用 ， 构 件 的 一 部 分 对 另 一 部 分 的 作用 称 为 
(3) 内 力 在 一 点 处 的 集 度 值 称 为 

(4) 轴 向 拉 压 时 与 轴线 相 重 合 的 内 力 称 为 

(5) 轴 向 拉 压 时 正 应 力 计算 公式 的 应 用 条 件 是 和 
(6) 单位 长 度 上 的 纵向 变形 称 为 

(7) 强度 条 件 有 三 方面 的 力学 计算 分 别 是 

(8) 由 于 杆 件 外 形 的 突然 变 :化 而 引起 局 部 应力 急剧 增 大 的 现象 称 为 。 





(9) 内 力图 上 的 纵 标 值 ， 表 示 该 截面 上 内 力 的 和 
二 、 单 选 题 
(1) 轴 向 拉 ( 压 ) 时 横 截 面 上 的 正 应 力 ( ) 分 布 。 
А. 均匀 в. 线性 С. 假设 均匀 р. 抛物 线 
(2) 材料 的 强度 指标 是 (  ). 
А. 以 下 都 是 В. 6 和 y С. Ежу D. os 和 ob 
(3) 构件 抵抗 变形 的 能 力 称 为 (。”). 
А. 稳定 性 В. 强度 С: 刚度 D. 极限 强度 
(4) 杆 件 的 应 力 与 杆 件 的 ( ЖЖ. 
А. 外 力 в. 外 力 、 截 面 
с. 外 力 、 截 面 、 材 料 р. 外 力 \- 截 面 、 杆 长 、 材 料 
(5) 两 根 相 同 截面 ， 不 同 材料 的 杆 件 ,， 受 相同 的 外 力作 用 ;它们 的 纵向 绝对 变形 ( ). 
А. 相同 В. 不 一 定 C 不 相同 D. 以 上 都 不 是 
三 、 判 断 题 


(1) 变形 是 物体 的 形状 和 大 小 的 改变 。 

(2) 抗 拉 刚度 只 与 材料 有 关 .。 

(3) 应 力 集中 对 构件 强度 的 影响 与 组 成 构件 的 材料 无 关 。 

(4) 外 力 越 大 ， 杆 件 横 截 面 上 应 力 一 定 越 大 。 

(5) 杆 件 在 满足 强度 的 条 件 下 ， 杆 件 的 内 力 只 与 作用 在 杆 件 上 的 外 力 有 关 。 
四 、 主 观 题 


(1) 试 作 如 图 3.35 所 示 各 杆 的 轴 力 图 。 


Е Е Е Е АЕ 2Е Е 
一 三 于 二 р 
(a) (b) 
20kN 30kKN 20kN 30kN 20kN 


一 全 -一 二 一 十 一 | 二 -之 


(с) (9) 

















图 3.35 ”主观 题 (1) 图 
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(2) 如 图 3.36 所 示 等 截面 混凝土 的 吊 柱 和 立柱 ， 已 知 横 截 面 面 积 4 和 长 度 a， 材 料 的 
容重 y， 受 力 如 图 所 示 ， 其 中 下 = 107da。 试 按 两 种 情况 作 轴 力 图 ， 并 求 各 段 横 截面 上 的 应 
力 : @D 不 考虑 柱 的 自重 ; @ 考 虑 柱 的 自重 。 

(3) 一 起 重 架 由 100mm x 100mm 的 木 杆 BC 和 直径 为 30mm 的 钢 拉杆 АВ 组 成 ， 如 
图 3.37 所 示 。 现 起 吊 一 重 物 Fr=40kN。 试 求 杆 4B 和 BC 的 正 应 力 。 





Е 
Д А 
БЫ 
& B 
F 2F 5 
B с 
Б 3F| є 
071 р, 
| ! 175m 2m 
(a) (с) 
图 3.36 ”主观 题 (2) 图 图 3.37 ”主观 题 (3) 图 


(4) 如 图 3.38 所 示 钢 制 阶梯 形 直 杆 ,各 段 横 截面 面积 分 别 为 41 = 100mm2, Az = 80mm”， 
Аз = 120mm2， 钢 材 的 弹性 模 量 已 = 2000Ра, іХ: 

Ф 各 段 的 轴 力 ， 指 出 最 大 轴 为 发 生 在 哪 一 段 ， 最 大 应 力 发 生 在 哪 一 段 ; 

@ 计算 杆 的 总 变形 。 


А; А, 











图 3.38 主观 题 (4) 图 


(5) 如 图 3.39 所 示 短 柱 ， 上 段 为 钢 制 ， 长 200mm，, 截面 尺寸 为 100mm x 100mm; FH 
为 铝 制 ， 长 300mm， 截 面 尺寸 为 200mm x 200mm。 当 柱 顶 受 力 下 作用 时 ， 柱 子 总 长 度 减 
YT 0.4mm, RR РАА. 6,40 Em =200GPa, Es =70GPa. 

(6) 如 图 3.40 所 示 等 直 杆 4C， 材 料 的 容重 为 pe， 弹性 模 量 为 E， 横 蕉 面积 为 4。 求 直 
AF B ART 0919.15 48. 

(7) 如 图 3.41 所 示 两 块 钢板 用 四 个 锦 钉 连接 , 60) Е=4КМ 作用 , ERa F/4 
的 力 ， 锦 钉 的 直径 а = 5mm， 钢 板 的 宽度 b= 50mm， 厚 度 6 = lmm， 按 图 3.41(a)、(b) 所 示 
两 种 形式 进行 连接 ， 试 分 别 作 钢板 的 轴 力 图 ， 并 求 最 大 应 力 amax。 

(8) 用 钢 索 起 吊 一 钢管 如 图 3.42 所 示 , 已 知 钢管 重力 Fo = 10kN, 钢 索 的 直径 d= 40тт, 
许 用 应 力 [ac] = 10MPa， 试 校 核 钢 索 的 强度 。 

(9) 正方 形 截面 的 阶梯 混凝土 柱 受 力 如 图 3.43 所 示 . 设 混凝土 的 y =20kN/m, HR F= 
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100kN， 许 用 应 力 [c] = 2MPa。 试 根据 强度 选择 截面 尺寸 和 及。 














一 一 -= < 一 一 一 < 一 
F/4 F/4 ЕА РА ЕА 


(а) (b) 
图 3.4 主观 题 (7) 图 
(10) 如 图 3.44 THR, а =30°, ÆA SZER F=350kN 作用 ， 杆 АВ 由 两 根 档 钢 
构成 , 杆 АС 由 一 根 工 字 钢 构成 , 钢 的 许 用 拉 应 力 [ad = 160МРа, 许 用 压 应 力 [ae] = 100MPa， 
试 为 两 杆 选择 型 钢 号 码 。 








G 








图 3.42 ”主观 题 (8) 图 图 3.43 ”主观 题 (9) 图 图 3.44 ”主观 题 (10) 图 
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(П) 如 图 3.45 所 示 起 重 架 ， 在 万 点 作用 荷载 已 =30kN， 若 4D、ED、4C 杆 的 许 用 应 
力 分 别 为 [clip = 40MPa，[c]so = 100MPa，[c]lsc= 100MPa， 求 三 根 杆 所 需 的 面积 。 

(12) 如 图 3.46 所 示 滑 轮 由 4B、4C 两 圆 蕉 面 杆 支撑 ， 起 重 绳索 的 一 端 绕 在 卷 简 上 。 已 
知 4B 杆 为 0235 钢 制 成 ,[a] = 160МРа, 直径 а = 20mm, АС 杆 为 铸铁 制 成 ,[ae] = 100MPa， 
直径 а = 40mm。 试 计算 可 吊 起 的 最 大 重力 Ру. 


3m 


> 














В 
- 12m -= ЕЗ 
图 3.45 ”主观 题 (11) 图 图 3.46 ”主观 题 (12) 图 
(13) 如 图 3.47 所 示 结 构 中 的 CD 杆 为 刚性 杆 ，4B 杆 为 钢 杆 ， 直 径 d= 30mm， 许 用 应 
力 [o] = 160MPa， 弹 性 模 量 EE=2.0 x 105MPa。 试 求 结构 的 许 用 荷载 [F]。 
(14) 如 图 3.48 所 示 结 构 , ,已 知 MB 杆 直径 d=30mmiy qa=1m，E=210GPa， 试 求 : 
Ф 若 测 得 4B 杆 的 应 变 5 三 7.15 x 10*， 试 求 荷载 五 值 ; 


4 














F 


304 В 
С. р 


上 一 一 "| 0.5т k- 


图 3.47 ”主观 题 (13) 图 图 3.48 主观 题 (14) 图 


@ 设 CD 杆 为 刚性 杆 , 若 АВ 杆 的 许 用 应 力 [c] = 160МРа, 
试 求 许 用 荷载 [由 及 对 应 的 万 点 铅 生 位移。 

(15) 如 图 3.49 所 示 拉 杆 头 部 的 许 用 切 应 力 [r] = 90MPa， 
许 用 挤 压 应 力 [aus] = 240МРа, 许 用 拉 应 力 [cd = 120МРа, 试 计 
算 拉杆 的 许 用 拉力 [F].。 

(16) 如 图 3.50 所 示 木 桦 接头 ， 截面 为 正方 形 ， 承 受 轴 向 拉 
Е = 10kN， 已 知 木 材 的 顺 纹 许 用 应 力 [r] = 1MPa， 许 用 挤 压 
应 力 [aus] = МРа, 截面 边 长 b= 114mm， 试 根据 剪 切 与 挤 压 强 
度 确定 尺寸 a 及 1。 

(17) 如 图 3.51 所 示 用 两 个 锦 钉 将 140mm x 140mm x 12mm 











图 3.49 ”主观 题 (15) 图 
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的 等 边 角 钢 锦 接 在 立柱 上 ， 构 成 支 托 。 若 矿 = 30kN， 锦 钉 的 直径 4=21тт, RAET 


应 力 和 挤 压 应 力 。 
д pu- 
ara p 


1 1 
图 3.50 ”主观 题 (16) 图 
(18) 如 图 3.52 所 示 两 矩形 截面 木 杆 ， 用 两 块 钢板 连接 ， 设 截面 的 宽度 六 = 150mm， 承 
受 轴 向 拉力 下 = 60kN， 木 材 的 许 用 应 力 [og] = 8МРа, [оъ] = 10МРа› [т] = 1MPa。 试 求 接 
头 处 所 需 的 尺寸 5、1、h。 












P 





3.51 主观 题 (17) 图 








图 3.52 ”主观 题 (18) 图 


(19) 如 图 3.53 所 示 钾 接 接 头 受 轴 向 荷载 К = 80КМ 作用 , 已 知 b= 80тт, 6 = 10mm， 
锦 钉 的 直径 а = 16тт, ЖЕ 2 2 [с] = 160МРа, [r]=120MPa, [съ] = 320МРа, 


试 校 核 强度 。 














图 3.53 ”主观 题 (19) 图 
3.54 所 示 正 方形 混凝土 柱 ， 浇 筑 在 混凝土 基础 上 ， 基 础 分 两 层 ， 每 层 的 厚度 
=200kN， 假 定 地 基 对 混凝土 板 的 反 力 均匀 分 布 ， 混 凝 土 的 许 用 切 应 力 [rz] = 
1.5MPa， 试 计算 为 使 基础 不 被 破坏 ， 所 需 的 厚度 56. 


(21) 如 图 3.55 所 示 木 析 架 的 支 座 部 位 ， 儿 杆 以 宽度 Ь = 60mm 的 桦 舌 和 下 弦 杆 连接 在 





(20) 如 图 
为 6。 ё%Е 
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一 起 。 已 知 木 材 斜 纹 的 许 用 压 应 力 [as]io* = SMPa， 顺 纹 的 许 用 切 应 力 [r] = 0.8MPa， 作 用 在 
析 架 儿 杆 上 的 压力 F= 20kN. 试 按 强 度 条 件 确定 桦 舌 的 高 度 6( 即 桦 接 的 深度 ) 和 下 弦 杆 末端 
的 长 度 1。 


单位 :m 











图 3.55 ”主观 题 (21) 图 
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第 4 章 圆 轴 的 扭转 





正确 理解 圆 轴 扭 转 时 受 力 与 变形 的 特点 ; 掌握 分 析 扭 转 时 横 截 面 上 的 内 力 分 析 方法 
掌握 外 力 偶 矩 、 扭 矩 的 计算 和 扭矩 图 的 绘制 ;正确 理解 和 应 用 圆 轴 扭 转 时 横 截 面 上 的 切 应 
力 公式 与 扭转 角 公 式 ， 正 确 理解 圆 轴 扭 转 的 强度 条 件 与 刚度 条 件 ， 并 能 正确 应 用 其 解决 圆 
轴 的 强度 与 刚度 问题 。 
































所 占 比 重 







理解 扭转 变形 的 基本 概念 
扭矩 的 定义 ， 并 会 计 旬 
的 绘制 掌握 扭矩 的 定义 ， 并 会 计算 扭 和 
圆 轴 扭转 时 应 力 和 胡 克 定律 ， 强 度 校 核 、 截 面 | 熟练 运用 等 圆 截面 直 杆 扭转 的 强度 条 
设计 、 许 用 荷载 件 和 刚度 条 件 ， 能 进行 强度 和 刚度 计算 










扭矩 图 的 绘制 ， 等 圆 截面 直 杆 扭转 的 强度 条 件 和 刚度 条 件 及 其 应 用 。 


A 
A 
ПП 928-0 


Ма, 生活 知识 提 点 
在 日 常生 活 中 ， 人 们 早上 起 来 首先 是 洗 滞 ， 常 用 双手 拧紧 毛 中 ， 使 毛巾 产生 扭转 从 而 
被 拧 干 。 捏 转 有 怎样 的 受 力 特点 及 受 捏 构件 有 怎样 的 变形 特点 ， 需 要 进行 研究 。 


х 引 例 


工程 中 受 捏 的 杆 件 很 多 ， 如 汽车 的 转向 轴 ， 轴 的 上 端 受到 经 由 转向 盘 传 来 的 力 偶 作 用 ， 
下 端 则 受到 来 自转 向 器 的 阻抗 力 偶 作 用 ， 如 图 4.1 所 示 。 

房屋 中 的 雨 篷 染 ， 在 雨 笑 板 上 荷载 的 作用 下 会 发 生 一 定 的 扭转 变形 ， 如 图 4.2 所 示 。 

钻机 的 空心 圆 截面 钻 杆 ， 上 端 受到 钻机 的 主动 力 偶 作 用 ， 下 端 受到 土 对 钻 杆 的 摩擦 力 
偶 作 用 ， 如 图 4.3 所 示 。 


ЖЕ 








图 4.1 转向 轴 m42 mE 图 4.3 钻 杆 


这 些 受 扭 构件 的 共同 特点 是 : 杆 件 都 是 直 杆 ， 杆 件 受 力 偶 系 的 作用 ， 这 些 力 偶 的 作用 
都 垂直 于 杆 轴线 ， 在 这 种 情况 下 ， 杆 件 各 横 截 面 均 绕 轴 线 做 相对 转动 ， 工 程 上 ， 常 把 产生 
扭转 变形 为 主 的 杆 件 称 为 轴 。 轴 的 横 截 面 有 圆 形 也 有 矩形， 大 多 数 受 扭 的 杆 件 其 横 截 面 为 
圆 形 ， 受 扭 的 圆 截面 杆 称 为 圆 轴 。 

本 章 主 要 研究 圆 轴 扭 转 的 外 力 、 内 力 、 应 力 和 变形 的 计算 ， 同 时 讨论 圆 轴 扭 转 的 强度 、 
刚度 的 计算 和 校 核 。 
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扭转 变形 是 杆 件 的 基本 变形 之 一 。 在 垂直 杆 件 轴线 的 两 平面 内 ， 作 用 一 对 大 小 相等 、 
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转向 相反 的 力 偶 时 ， 杆 件 就 产生 扭转 变形 。 
扭转 的 受 力 特点 是 ,承受 的 外 力 或 其 合力 均 是 绕 轴线 转动 的 外 力 个 。 

扭转 的 变形 特点 是 ， 杆 件 各 横 截面 绕 轴线 要 发 生 相对 转动 。 

取 一 根 贺 截 面 的 橡皮 直 杆 ， 如 图 4.4 所 示 ， 用 手紧 握 杆 的 两 端 ， 并 朝 相反 方向 转动 
这 相当 于 在 杆 两 端 分 别 在 垂直 于 杆 轴线 的 两 个 平 
而 内 作用 一 对 转向 不 同 的 力 偶 ， 其 结果 可 见 到 杆 表 
而 上 的 纵向 直线 变 成 螺旋 线 ， 两 模 截 面 都 绕 杆 轴 做 
了 相对 的 转动 ， 即 杆 发 生 了 扭转 变形 。 横 截面 相对 
转动 的 角 位 移 ， 称 为 扭转 角 ， 用 g 表 示 。 纵 向 直线 - 
转 了 一 个 角度 ， 称 为 剪 切 角 ， 用 ;表示 。 шал НЕ 


外 力 偶 矩 的 计算 
工程 中 作用 于 轴 上 的 外 力 偶 矩 往往 不 是 直接 给 出 的 ,有 时 外 力矩 由 力 系 简化 确定 ， 有 


时 是 给 出 轴 的 传递 功率 及 轴 的 转速 ， 因 此 需要 把 它 换算 成 外 力 偶 矩 。 它 们 之 间 的 关系 为 
М, = 9549Р/п (4-1) 
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式 中 ，P 一 一 轴 的 传递 功率 ，kW; 
nn 一 一 轴 的 转速 ，r/min; 
Ms 一 一 轴 扭 转 外 力 偶 矩 ，N “ma 
Me=7023Pym (4-2) 
式 中 ，P, 一 一 轴 的 传递 功率 ，Ps'( 即 马力 ，1Ps = 735.499%ү); 
n 一 一 轴 的 转速 ，t/min; 
М. НУЛИ, № е т. 











4.2 ” 圆 轴 扭转 时 横 截 面 上 的 内 力 及 扭矩 





横 截面 上 的 内 力 

传动 轴 的 外 力 偶 矩 Me 计算 出 来 后 ， 便 可 通过 截面 法 求 得 传动 轴 上 的 内 力 一 扭矩 ( 扭 
HH TER) 
1. 44 


如 图 4.5(a) 所 示 圆 轴 ， 在 垂直 于 轴线 的 两 个 平面 内 ， 受 一 对 外 力 偶 Ms 作用， 现 求 任 
截面 m 一 m 的 内 力 。 
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图 4.5 截面 法 求 扭矩 图 











求 内 力 的 基本 方法 是 截面 法 ， 用 一 个 假想 横 截 面 在 轴 的 任意 位 置 m 一 m 处 将 轴 截 开 ， 
取 左 段 为 研究 对 象 ， 如 图 4.5(b) 所 示 。 由 于 左 端 作用 一 个 外 力 偶 MM 为 了 保持 左 段 轴 的 平 
衡 ， 左 截面 m 一 m 的 平面 内 ， 必 然 存 在 一 个 与 外 力 偶 相 平衡 的 内 力 偶 ， 其 内 力 偶 矩 了 称 为 
扭矩 ， 由 





























> AM =0， 得 7 二 1 大 
如 取 т—т 截面 右 段 轴 为 研究 对 象 ， 也 可 得 到 同样 的 结果 ， 但 转向 相反 。 

扭矩 的 单位 与 力矩 相同 ， 常 用 N。m 或 kN бт. 

2， 扭 矩 正 负 号 规定 

为 了 使 由 截面 的 左 、 右 两 段 轴 求 得 的 扭矩 具有 相同 的 正 负 号 ， 对 扭矩 的 正 、 负 做 如 下 
规定 : 采用 右手 螺旋 法 则 ， 以 右手 四 指 表示 扭矩 的 转向 ， 当 拇指 的 指向 与 截面 外 法 线 方向 
一 致 时， 扭矩 为 正 号 ， 反 之 ， 为 负 号 ， 如 图 4.6 所 示 % 


ре фу 0- 



































т T 
реч) D 
m46 ”扭矩 正 负 示 图 
当 横 截面 上 的 扭矩 未 知 时 ， 一 般 先 假设 扭矩 为 正 。 若 求 得 结果 为 正 ， 表 示 扭 矩 实际 转 
向 与 假设 相同 ， 若 求 得 结果 为 负 ， 则 表示 扭矩 实际 转向 与 假设 相反 。 
/ 
> 应 用 案例 4-1 


如 图 4.7(a) 所 示 ， 一 传动 系统 的 主轴 ， 其 转速 n=960r/min， 输入 功率 Py4=27.5kW， 输 
出 功率 Ps=20kW，Pc=7.5kW。 试 求 指定 截面 1 一 1，2 一 2 上 的 扭矩 。 
【 解 〗(1) 计算 外 力 偶 。 由 式 (4-1D) 得 
Ms = 9549Р/п = (9549 x 27.5/960)N。m =274N • m 




















同 理 可 得 
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Ms = 9549P/n = (9549 х 20/960)N * m = 199N • m ум. 
М.с = 9549Р/п = (9549 х 7.5/960)М * т = 75N • m MAN 
0) 计算 扭矩 .用 截面 法 分 别 计算 截面 1 一 1、 „ «6-6 
2—2 上 的 扭矩 。 


м. 


Ф 截面 1 一 1 ({ 1 
假想 地 沿 截面 1 一 1 处 将 轴 截 开 ， 取 左 段 为 研究 ©) э 
对 象 ， 并 假设 截面 1 1 上 的 扭矩 为 TI， 且 为 正方 向 


[图 4.7(b)]， 由 平衡 条 件 M=% м, Ма 2 
1-Ма=0 © (人 从 С0 
Tı = Mas = 1993 + m VERV ki 

正 号 表示 该 截面 上 的 扭矩 实际 转向 与 假设 转向 м, 


> 
тї 


同 ， 即 为 正方 向 。 m -< 
© 截面 2 一 2: 2 Е 
假想 地 沿 截面 2 一 2 处 将 轴 截 开 ， 取 左 段 为 研究 
象 ， 并 假设 截面 2 一 2 上 的 扭矩 为 2， 且 为 正方 向 图 4.7 应 用 案例 4-1 图 
[图 4.7(c)]， 由 平衡 条 件 > Ms= 0 得 
Tat Mea —Мев=0 
Тә›==МЫ` М.в = -75N * m. 
负 号 表示 该 截面 上 的 扭矩 实际 转向 与 假设 转向 相反 ， 即 为 负 去 向 。 
若 以 2 一 2 截面 右 段 为 研究 对 象 [图 4.7(d)]， 同 理由 平衡 条 件 > Ms=0 得 
Т,+М,с=0 
Т =-M&=.-15N • m 
所 得 结果 与 取 左 段 为 研究 对 象 的 结果 相同 ， 计 算 却 比较 简单 。 所 以 计算 某 截 面 上 的 扭 
矩 时 ， 应 取 受 办 比较 简单 的 一 段 为 研究 对 象 。 
【案例 点 评 】 
由 上 面 计算 可 以 看 出 : 受 扭 杆 件 任 一 模 截 面 上 扭矩 的 大 小 ， 等 于 此 截面 一 侧 ( 左 或 右 ) 
所 有 外 力 偶 矩 的 代数 和 。 


[ЕЕ] вва 


若 作 用 于 轴 上 的 外 力 偶 多 于 两 个 ， 则 轴 上 每 一 段 的 扭矩 值 也 不 相同 。 为 了 清楚 地 表示 

各 横 截 面 上 的 扭矩 沿 轴线 的 变化 情况 ， 通 常 以 横 坐 标 表示 截面 的 位 置 ， 纵 坐标 表示 相应 截 
面 上 扭矩 的 大 小 ， 从 而 得 到 扭矩 随 截面 位 置 而 变化 的 图 形 ， 称 为 扭矩 图 。 根 据 扭 窍 图 可 以 
确定 最 大 扭矩 值 及 其 所 在 截面 的 位 置 。 
扭矩 图 的 绘制 方法 与 轴 力 图 相似 。 需 先 以 轴线 为 横 轴 x、 以 扭矩 了 为 纵 轴 , 建立 Tx 
坐标 系 ， 然 后 将 各 截面 上 的 扭矩 标 在 Т-х 坐标 系 中 ， 正 扭矩 在 x 轴 上 方 ， 负 扭矩 在 x 轴 
方 。 
下 面 通过 案例 说 明 扭 矩 图 绘制 的 方法 和 步骤 。 
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L 应 用 案例 4.2 


如 图 4.8 所 示 ， 一 传动 系统 的 主轴 ， 其 转速 n= 300r/min， 输 入 功率 Р, = 50kW， 输 出 
功率 Ps= Pc=15kW，Pp=20kW。 试 画 出 轴 的 扭矩 图 。 


М. 

















1 Me 2 My м, 
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图 4.8 应 用 案例 4-2 图 
【 解 】(1) 计算 外 为 偶 。 由 式 (4-1) 得 
М.д = 9549Р/п = (9549 х 50/300)N • m 
=1591.5N • т 
同 理 ， 可 得 
Mes = Mec = 9549Р/п = (9549 x 15/300)N。m 
= 477.SN。m 
Мур = 9549P/n = (9549 x 20/300)N。m = 636.6N • m 

(2) 计算 扭矩 。 根据 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 ， 将 轴 分 成 BC、C4 和 .4D 三 段 ， 用 截面 法 分 
别 计算 各 段 轴 的 扭矩 ， 如 图 4.8(b)、(c)、(d) 所 示 。 

BC 段 : Tı = -М.в =-477.5N • m 

СА Ё: Т›=-Мв- М.с =-955N • m 

AD Ж: Ту = М.р = 636.63 • т 

(3) 作 扭 矩 图 。 建 立 T-x 坐标 系 ，x 轴 沿 轴线 方向 ， 了 向 上 为 正 。 将 各 截面 上 的 扭矩 标 
E Т-х 坐标 系 中 ， 由 于 BC 段 各 横 截 面 上 扭矩 均 为 -477.5SN。m， 故 扭矩 图 为 平行 于 x 轴 的 
直线 ， 且 位 于 x 轴 下 方 ; 而 C4 段 、4D 段 各 横 截面 上 的 扭矩 分 别 为 -955SN。m 和 636.6N • т, 
故 扭矩 图 均 为 平行 于 x 轴 的 直线 ,上 且 分 别 位 于 x 轴 下 方 和 上 方 ,于 是 得 到 如 图 4.8(e) 所 示 的 
ШЕШ. 
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【案例 点 评 】 

从 扭矩 图 中 可 以 看 出 ， 在 集中 力 偶 作 用 处 ， 其 左右 截面 扭矩 不 同 ， 此 处 发 生 突变 ， 突 
变 值 等 于 集中 力 偶 的 大 小 ; 最 大 扭矩 发 生 在 СА 段 内 ， 且 Т. =955N * т. 

讨论 : 对 同一 根 轴 来 说 ， 主 动 轮 和 从 动 轮 的 位 置 不 同 ， 轴 所 承受 的 最 大 扭矩 也 随 之 改 
变 ， 如 图 4.9 所 示 。 这 时 轴 的 最 大 扭矩 发 生 在 4C 段 内 ， 且 Two = 1114N。m。 轴 的 强度 和 
刚度 都 与 最 大 扭矩 值 有 关 。 因 此 布置 轮子 的 位 置 时 ， 要 尽 可 能 降低 轴 内 的 最 大 扭矩 值 。 显 
然 图 4.8 的 布局 比较 合理 。 







































































| 
477.5 


4.9 点 评 应 用 案例 4-2 图 


ALO 知识 链接 
需要 掌握 外 力 偶 矩 、 扭 给 、 捏 撼 图 等 方面 的 知识 。 


为 了 解决 扭转 时 的 强度 问题 ， 在 求 得 横 截 面 上 的 扭矩 之 后 ， 还 需要 进一步 研究 横 截 面 
上 的 应 力 。 首 先 需 要 弄 清 在 圆 轴 扭转 时 ， 其 横 截面 上 产生 的 是 正 应 力 还 是 切 应 力 ? 它们 又 
是 怎样 分 布 的 ? 如 何 进行 计算 ? 为 此 ， 仍 可 由 几何、 物理 、 静 力 三 方面 的 条 件 进行 研究 ， 
通过 实验 ， 观 察 变形 ， 提 出 假设 ， 再 进行 理论 推导 等 过 程 ， 使 上 述 问题 得 到 解决 。 


几何 方面 


在 一 根 等 直 圆 杆 的 表面 上 沿 平行 于 轴线 的 方向 刻画 上 许多 等 距离 的 平行 直线 和 垂直 于 
轴线 的 圆周 线 ， 如 图 4.10(a) 所 示 ， 这 些 线条 把 圆 杆 表 面 分 成 许多 矩形 网 格 。 然 后 ， 在 杆 件 
两 端 施加 外 力 偶 矩 ， 可 以 看 到 圆 村 在 扭转 后 有 如 下 现象 ， 如 图 4.10(b) 所 示 。 

(1) 所 有 纵 线 都 被 扭 成 螺旋 线 ， 倾 斜 一 个 角度 y， 原 来 的 矩形 网 格 都 焉 斜 成 为 平行 四 
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(2) 各 圆周 线 都 绕 轴 旋 转 了 一 个 角度 ， 而 且 各 圆周 线 的 大 小 、 天 
只 是 在 扭转 变形 中 ， 横 截面 像 一 个 个 刚性 圆 盘 一 样 








| 
{TERNER 
SS (2) 由 于 圆周 线 距 离 不 变 ， 可 推 知 纵向 无 线 应 
































在 原来 的 位 置 上 绕 杆 轴 做 相对 














М. 为 平面 ， 其 形状 、 距 离 、 大 4 


根据 上 述 现象 ， 可 得 出 以 下 结论 。 
(1) 圆 轴 在 扭转 前 的 各 横 截 面 , 在 扭转 变形 后 仍 


攻 状 、 距 离 均 无 改变 ， 











转动 。 


\ 不 变 ， 只 是 相对 旋转 














轴 扭 转 时 的 平面 假设 。 








了 一 个 角度 ， 通 常 将 此 称 为 加 























图 4.10 ”等 直 圆 杆 变 形 图 变 ， 而 矩形 网 格 发 生 相对 错 动 ， 可 推 知 存在 切 应 变 ， 





























即 横 截 面 上 没有 正 应 力 ， 只 有 切 应 力 ， 且 切 应 力 方向 与 横 截面 各 点 错 动 方向 一 致 ， 即 垂直 








于 半径 。 








(3) 截面 轴 心 处 的 切 应 变 为 零 ， 截 面 边缘 处 的 切 应 变 最 大 ，3 








面 半径 按 直 线 规律 变化 。 


物理 条 件 


其 他 各 点 处 的 切 应 变 沿 截 


根据 胡 克 定律 可 知 ， 在 弹性 范围 内 , 某 志 点 处 的 切 应 力 与 其 对 应 的 切 应 变 成 正比 ， 即 





tp= бур 





式 中 ，zro 一 一 圆 轴 横 截 面 上 距 圆心 为 p 处 的 切 应 力 ; 
G 一 一 剪 切 弹性 模 量 ,2GPa; 
Уо 一 一 圆 轴 横 截面 上 距 圆 心 为 p 处 的 切 应 变 , 量 纲 为 1。 
































此 可 知 ， 切 应 力 在 截面 上 不 是 均匀 分 布 的 ， 轴 心 处 的 切 应力 


最 小 为 零 ， 边 缘 处 的 剪 应 力 最 大 ， 其 他 各 点 处 的 切 应 力 从 轴 心 到 边 
缘 按 直线 规律 变化 ， 如 图 4.11 所 示 。 这 也 说 明了 为 什么 圆 轴 在 扭转 
时 破坏 总 是 由 表面 开始 ， 逐 步 向 里 发 展 ， 直 至 彻底 断 开 。 


静 力 平衡 条 件 



































(4-3) 


Tmas 


A 


84.11 切 应 力 分 布 图 


4-4) 


对 截面 的 轴 心 建立 力矩 平衡 方程 ， 经 过 整理 (推导 过 程 略 ) 得 到 截面 上 任 一 点 的 切 应 力 
公式 为 
Т, 
AP, то ARR Е л ЫЈ АУ 7); 
7 一 一 圆 轴 横 截 面 上 的 扭矩 

















р 一 一 所 计算 切 应 力 的 点 至 圆心 的 距离 
万 一 一 截面 对 圆心 的 极 惯性 矩 , mm' 或 m 截面 图 形 的 一 种 几何 性 质 , 与 材料 无 关 。 
在 知道 了 截面 上 切 应 力 的 分 布 规律 后 ， 就 可 以 求 出 横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 。 显 然 ， 








当 p 与 横 截 面 上 的 


Tmas BP 
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半径 D/2 相等 时 ， 即 在 横 截 面 周边 上 的 各 点 处 ， 切 应 力 将 达到 其 最 大 值 
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_Т(р/2)__Т 

т T, 

D12 
1 
A 2252 
z 4 Буд 
T 

则 Код (4-5) 


AP, Tm 一 一 横 截面 上 最 大 切 应 力 ; 
7 一 一 横 截面 上 的 扭矩 ; 
有 一 一 抗 扭 截面 模 量 或 抗 扭 截面 系数 ，mnm 或 mi。 


























对 于 实心 贺 杆 ， 直 径 为 D， 如 图 4.12 所 示 ， 有 
4 3 
p, w,- 
32 16 


对 于 空心 贺 杆 ， 内 径 为 4， 外 径 为 D， 其 比值 a =4Їр, 有 
п(р*-а4*) пр1-а*) 
боозу ,. 2 

由 切 应 力 在 横 截面 上 的 分 布 规 律 不 难看 出 ， ma 心 的 部 分 数值 很 小 ， 这 部 
分 材料 不 能 充分 发 挥 作用 。 因 此 ， 可 以 设想 把 中 辣 材料 去 掉 ， 使 实心 团 轴 变 成 空心 四 轴 ， 
从 而 大 大 降低 轴 的 自重 ， 节 约 了 材料 ， 如 时 把 中 间 这 部 分 

材料 加 在 国 轴 的 外 侧 ， 使 其 成 为 直 符 寓 大 的 空心 轴 ， 屠 么 和 = 
БЕНИ Ж ЗЕ Л ШИЙ ЖИНЕП ЗЕ Т> АЙ АА. 
Ee EREEREER EE УНШ, A 
所 能 承担 的 扭矩 就 越 大 。 因 此 说 ， 空 心 轴 的 截面 即 环形 截 
面 是 轴 的 合理 截面 ~ 工程 实际 中 ， 空 心 辆 得 到 了 广泛 的 应 „| 

。 但 是 ， 空 忆 轴 的 壁 厚 也 不 能 太 小 ， 壁 厚 太 小 的 空心 贺 

轴 受 扭 时 ， 简 内 壁 的 压 应 力 会 使 简 壁 发 生 局 部 失 稳 ， 反 而 。 图 4.12 模 截面 上 切 应 力 分 布 图 
使 承载 力 降低 。 


3 
有 = 了 l-a) 






























































为 保证 轴 在 工作 时 不 致 因 强度 不 够 而 破坏 ， 显 然 轴 内 最 大 工作 切 应 力 不 得 超过 材料 的 
许 用 切 应 力 ( 各 种 材料 的 许 用 切 应 力 可 查阅 有 关 手 册 )， 即 



























































Tmax [7] (4-6) 
所 以 圆 轴 扭转 时 的 强度 条 件 为 
Tmax = [т] (4-7) 
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式 中 ，zmax 一 一 圆 轴 的 最 大 切 应 力 ; 
Twax 一 一 圆 轴 的 最 大 扭矩 ; 
1 一 一 抗 扭 截面 模 量 或 抗 扭 截面 系数 ，mnm R m; 
[z] 一 一 材料 的 许 用 切 应 力 。 
利用 圆 轴 扭 转 时 的 强度 条 件 ， 可 以 求解 三 方面 的 问题 ， 即 强度 校 核 、 设 计 截 面 和 确定 
许 用 荷载 。 








































































































:一 应 用 案例 4-3 


如 图 4.13 所 示 一 钢 制 圆 轴 ， 受 一 对 外 力 偶 的 作用 ， 其 力 偶 矩 Ms = 2.S3kKN。m， 已 知 轴 
的 直径 d= 60mm， 许 用 切 应 力 [r] = 60MPa。 试 对 该 轴 进 行 强度 校 核 。 


М, M. м, 
X X 


图 4.13 ”应 用 案例 4-3 图 

















【 解 〗(1) 计算 扭矩 7。 
Т= м, 
(2) И. ИННА Л. 104-7), 得 
Т, >2.5x106x16 





Tma 28 = = ~~ МРа = 59МРа < [2] = 60МРа 
W, nxD’/16 3.14x60 
故 轴 满足 强度 要 求 。 
【案例 点 评 】 


由 强度 条 件 可 以 进行 三 个 方面 的 计算 :强度 校 核 、 截 面 设 计 和 荷载 设计 。 本 题 是 一 道 
由 强度 条 件 进 行 强度 校 核 的 典型 例题 。 


等 直 国 四 招 转 时 的 变形 


在 圆 轴 扭转 过 程 中 ， 各 横 截面 像 一 个 个 圆 盘 绕 杆 轴 做 相对 转动 。 两 个 横 截 面 绕 杆 轴线 
转动 的 相对 角 位 移 即 扭转 角 ， 用 gw 表示 。 如 图 4.14 ARASA, АТАТЕК 
设 截 面 1 一 1、2 一 2、3 一 3 相对 于 固定 端 约束 的 扭转 角 分 别 为 pl、9V2、9Y3， 从 图 上 看 到 离 


固定 端 约束 越 远 的 截面 ， 扭 转角 也 就 越 大 ， 最 大 扭转 角 显 然 发 生 在 自由 端面 上 。 



























































= 
k 
кы 
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84.14 圆 轴 扭转 变形 图 
当 圆 轴 发 生 扭转 时 ， 由 于 变形 一 般 都 很 微小 ， 所 以 剪 切 角 y 和 扭转 角 g 也 很 微小 ， 所 以 

















可 近似 地 认为 


y=tany 
ф =1апф 
于 是 有 Ro =ly, p=% 
代入 式 (4-3) 和 式 (4-4)， 得 
Ф т (4-8) 
式 中 ，g 一 一 圆 轴 扭转 角 ，rad; 
7 一 一 圆 轴 扭矩 ; 
也 一 一 截面 对 圆心 的 极 惯性 矩 ，mnm 或 m ; 
1 一 一 圆 轴 轴 长 ; 


G 一 一 剪 切 弹性 模 量 ，GPa。 
扭转 角 的 转向 与 扭矩 的 转向 相同 。 显 然 二 在 扭矩 一 定时 ， 捏 转角 与 G1 成 反比 ，G1 越 
大 ， 扭 转角 越 小 *_ 这 说 明 Gs 反映 了 截面 抗 转动 变形 的 能 力 ， 称 为 抗 扭 刚度 。 
由 于 杆 在 扭转 时 各 横 和 截面 的 扭矩 可 能 并 不 相同 ， 且 杆 的 长 度 也 各 不 相同 ， 因 此 在 工程 
中 ， 对 于 扭转 杆 的 刚度 通常 用 扭转 角 沿 杆 长 度 的 变化 率 来 度量 ， 用 9 表示 这 个 量 ， 称 为 单 
位 长 度 扭 转角 。 























0= (4-9) 





К, р НЕА, таа; 
7 一 一 圆 轴 扭矩 ; 
三 一 一 截面 对 圆心 的 极 惯性 矩 ，mm* m*; 
G 一 一 剪 切 弹性 模 量 ，GPa。 


刚度 条 件 
在 机 械 设计 中 ， 为 了 不 使 受 扭 的 轴 发 生 过 大 的 扭转 变形 影响 工件 的 加 工 精度 ， 除 了 要 


保证 强度 条 件 外 ， 还 必须 保证 刚度 条 件 。 工 程 上 对 受 扭 杆 件 的 单位 长 度 扭转 角 9 加 以 限制 ， 
即 要 求 : 
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式 中 ，9 一 一 单位 长 度 扭 转角 ，rad/m; 




















9 一 一 圆 轴 扭转 角 ，rad; 

7 一 一 圆 轴 扭 矩 ， 
万 一 一 截面 对 圆心 的 极 惯性 矩 ，mnm 3È m*; 
1 一 一 圆 轴 轴 长 ; 











ВЕ 30297 йй; 
G 一 一 剪 切 弹性 模 量 ，GPa。 


(4-10) 


工程 上 ， 单 位 长 度 许 用 扭转 角 常 用 单位 为 )/m， 考 虑 单位 换算 则 得 





jak „180° <р 
1 G, т І 





不 同类 型 圆 轴 的 单位 长 度 许 用 扭转 角 的 值 ， 可 以 从 有 关 手 册 中 查 得 。 一 般 情况 下 ， 精 


密 传 动 轴 常 取 (0.25~~0.5)*/m; 对 于 一 般 传动 轴 , 则 可 放宽 到 2°/m。 


与 强度 条 件 的 应 用 相 类 似 ， 利 用 刚度 条 件 公式 也 可 以 进行 校 核 刚 度 、 设 计 截 








许 用 荷载 三 方面 问题 的 求解 计算 。 


бл Æ D 











和 计算 








本 章 着 重 研 究 等 直 圆 轴 捏 转 时 的 内 力 及 内 力图 的 绘制 、 等 直 圆 轴 捏 转 时 横 截 面 上 的 切 
应 力 ， 简 单 介绍 了 等 直 圆 轴 捏 转 时 的 强度 计算 、 洗 直 圆 轴 捏 转 时 的 变形 及 刚度 条 件 。 


1， 圆 轴 扭 转 的 力学 模型 
构件 特征 :/ 构件 为 等 圆 截面 的 直 杆 。 
受 力 特征 : 外 力 偶 和 给 的 作用 面 与 杆 件 的 轴线 相 垂直 。 


变形 特征 : 受 力 后 杆 件 表面 的 纵向 线 变 成 螺旋 线 ， 即 杆 件 任意 两 横 截 面 绕 杆 件 轴线 发 


生 相 对 转动 。 
2. 传动 轴 的 传递 速率 、 转 速 与 外 力 偶 短 间 的 关系 
М, = 9549Р/п 
式 中 ， 忆 一 一 轴 的 传递 功率 ，kW; 
有 一 一 轴 的 转速 ，r/min; 
M. 一 一 轴 扭 转 外 力 偶 矩 ，N* ш. 
Me = 7024Руп 
式 中 ， 书 一 一 轴 的 传递 功率 ，Ps( 即 马力 ，1Ps = 735.499W); 
用 一 一 轴 的 转速 ，r/min; 
М. АВАЛЕ, № ет. 
3. 圆 轴 扭 转 时 的 扭矩 和 扭矩 图 
圆 轴 捏 转 时 ， 作 用 于 轴 上 的 外 力 是 力 偶 ， 且 力 偶 作用 面 垂直 于 轴线 
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。 横 截面 上 的 内 力 
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称 为 扭矩 。 捏 矩 可 用 截面 法 求 得 ， 即 捏 给 的 大 小 与 正 负 号 由 截面 一 侧 所 有 外 力 偶 天 的 代数 


和 确定 。 


捏 矩 图 是 表示 杆 件 横 截 面 上 捏 矩 沿 轴线 变化 规律 的 图 形 。 根 据 捏 矩 图 ， 可 确定 捏 矩 的 


最 大 值 及 其 所 在 位 置 。 
4. 等 直 圆 轴 捏 转 时 横 截 面 上 的 切 应 力 


切 应 力 分 布 规律 : 横 截面 上 任 一 点 处 的 切 应 力 ， 其 方向 与 该 点 所 在 的 半径 相 垂 直 ， 其 


数值 与 该 点 到 圆心 的 距离 成 正比 。 
切 应 力 公式 : 横 截 面 上 距 圆 心 为 p 的 任 一 点 处 的 切 应 力 为 





























„= 
I, 
横 截 面 上 的 最 大 切 应 力 发 生 在 横 截 面 周边 的 各 点 处 ， 其 值 为 
а=. 
и, 
Жз йй: 
1 -ID p 
? 32 ‘NG 
空心 圆 截面 : 
4 4 4 4 3 
j= -4 )_aD (l-a ), т,= 10 a sað 
32 32 16 
5. 等 直 圆 轴 捏 转 时 的 强度 计算 
强度 条 件 : 
Tmax ЕКСА =[т] 
强度 计算 的 三 类 问题 : 强度 校 核 、 截 面 设计 、 荷 载 设计 。 
6. 等 直 圆 轴 捏 转 时 的 变形 及 刚度 条 件 
扭转 角 : 
T 
GI, 
单位 长 度 捏 转角 : 
GI, 
刚度 条 件 : 
gor <[#| 
1 GI 1 


(бт = я) 


(1) 圆 轴 捍 转 的 受 力 特点 与 变形 特点 是 什么 ? 


Га] 55а 


E 
【资料 阅读 】 
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(2) HERG рН 807 

(3) 直径 和 长 度 都 相同 ， 而 材料 不 同 的 两 根 轴 ， 在 相同 的 扭矩 作用 下 ， 它 们 的 最 大 切 
应 力 是 否 相同 ? 捏 转角 是 否 相同 ? 为 什么 ? 

(4) 为 什么 空心 圆 轴 比 实心 圆 轴 更 能 充分 发 挥 材料 的 作用 ? 


бэ жй» 


一 、 填 空 题 
(1) 把 产生 扭转 变形 的 杆 件 称 为 

(2) 扭转 变形 是 杆 件 的 Баа 

(3) 承受 的 外 力 或 其 合力 均 是 绕 轴 线 转动 的 外 力 偶 ， 产 生 变形 。 
(4) 杆 件 各 横 截 面 绕 轴线 要 发 生 相 对 转动 的 转角 称 为 __. 

(5) 右手 螺旋 法 则 当 拇指 的 指向 与 截面 外 法 线 方向 一 致 时 ， 扭 给 为 

(6) 圆 轴 捏 转 的 强度 有 三 方面 计算 ， 为 








二 、 单 选 题 
(1) 圆 轴 捏 转 时 ， 截 面 上 的 切 应 力 是 (” AA. 
А. 均匀 В. 线性 С. 假设 均匀 р. 抛物 线 


(2) 直径 为 d= 100mm 的 实心 圆 轴 ， 受 内 力 捏 给 7T= 10КМ • т 作用 ， 则 横断 面 上 的 最 
大 切 应 力 为 (  )MPa. 


А. 25.46 В. 1273 С. 50.93 D. 101.86 
(3) 圆 轴 扭转 时 的 应 力 与 (  ) 有 关 。 

A， 外 力 偶 В. 1215. Жа 

С. 外 力 偶 、 截 面 、 材 料 р. 外 力 偶 、 截 面 、 杆 长 、 材 料 
(4) 实心 圆 轴 扭转 时 的 最 大 切 应 力 发 生 在 ( ). 

А. 内 圆周 В. 圆心 С. 外 圆周 D. 任意 处 
三 、 判 断 是 


(1) 扭矩 越 大 扭转 应 力 越 大 。 

(2) 抗 扭 刚度 只 与 材料 有 关 。 

(3) 圆 轴 的 扭转 角 与 外 力矩 、 轴 原 长 成 正比 ， 与 捏 转 刚 度 成 反比 。 
(4) 切 应 力 互 等 定理 表示 两 个 截面 上 的 切 应 力 大 小 相等 、 符 号 相反 。 
(5) 圆 轴 捏 转 时 外 圆周 上 切 应 力 最 小 。 

四 、 主 观 题 


(1) 绘制 图 4.15 中 各 圆 轴 的 扭矩 图 。 

(2) 已 知 传动 轴 的 直径 d= 10cm, 材料 的 剪 切 弹性 模 量 G= 80GPa, а = 0.5т, 如 图 4.16 
所 示 。 试 : Фадж; @ 求 轴 的 最 大 切 应 力 ， 并 指出 其 所 在 的 位 置 ; OR BADHA A 
截面 的 扭转 角 。 


м м м м м 
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(3) 已 知 传递 的 功率 (图 4.17)， 如 两 段 轴 的 rmax 相 同 ， 试 求 此 两 段 轴 的 直径 之 比 。 

(4) 圆 轴 直径 а= 7cm， 轴 上 装 有 三 个 带 轮 ， 如 图 4.18 所 示 。 已 知 轮 3 的 输入 功率 P= 
30kW， 轮 1 的 输出 功率 Ру = 13kKW， 轴 做 匀速 转动 , 1= 200rmin， 材 料 的 许 用 切 应 力 [z] = 
60MPa，G = 80GPa， 许 用 单位 长 度 扭 转角 [6] = 2°/m。 试 校 核 轴 的 强度 和 刚度 。 

ТОКМ • т 30КМ*т 20КМ • т М, 


5! 
M. 2M, e M 
== =® == 
а а а 1 1 р 1 d 


2M, 1M, 5M, 1.5M, 0.5M, 


EE Es 


(с) 
















1000N * m 2000N • m3500N* m 








0.5m 0.3m 





图 4.18 主观 题 (4) 图 


(5) 某 轴 两 端 受 外 力 偶 M=300N。m 作用 ， 已 知 材料 的 许 用 切 应 力 [r] = 70MPa， 试 按 
下 列 两 种 情况 校 核 轴 的 强度 。 
© 实心 圆 轴 ， 直 径 D=30mm; 
© 空心 圆 轴 ， 外 径 Di = 40mm， 内 径 di = 20mm. 
(6) =, 4 р = 90тт, #4 = 60mm。 
D 求 该 轴 截 面 的 抗 捏 截面 系数 Wp 
© 若 改 用 实心 圆 轴 , 在 截面 面积 不 变 的 情况 下 , 求 此 实心 圆 轴 的 直径 和 抗 扭 截面 系数 ; 
© 计算 实心 和 空心 圆 轴 抗 捏 截面 系数 的 比值 。 
[н] 
[э] H 


习题 答案 】 нә 


~ 


ж у= та АЛ 
分 析 





(级 学 目标 


熟悉 平面 杆 件 体系 的 分 类 及 特点 ， 掌 握 平面 体系 的 几何 组 成 规则 并 能 熟练 应 用 ， 了 解 
静 定 结构 和 超 静 定 结构 的 联系 与 区 别 。 








所 占 比 重 








知识 要 点 






熟悉 并 判别 几何 不 变 体系 、 几 何 可 变 体系 、 
几何 瞬 变 体系 
(Т) 熟悉 自由 度 的 概念 

ЕЧЕН, ФЕР 
掌握 并 能 熟练 应 用 几何 组 成 分 析 规 则 进行 几 
何 组 成 分 析 
了 解 静 定 结构 、 


几何 不 变 体系 ， 几 何 可 变 体系 









ВЕЛЕ, REEF, HBR 








- 刚 片 规则 、 三 刚 片 规则 、 二 元 体 规则 55% 












静 定 结构 ， 超 静 定 结构 超 静 定 结构 的 定义 10% 


平面 杆 件 体系 的 几何 组 成 分 析 规 则 及 应 用 。 
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Ма, 生活 知识 提 点 
在 日 常生 活 中 会 遇 到 三 角形 体系 和 四 边 形体 系 ， 它 们 是 完全 不 同 的 两 种 体系 。 它们 有 
各 自 的 特性 ， 起 到 不 同 的 作用 ， 下 面 来 加 以 分 析 。 


A вй 


在 建筑 工程 中 ， 它 们 的 形状 各 异 ， 造 形 千 变 万 化 ， 但 都 有 一 个 共同 的 特点 ， 就 是 其 结 
构 的 主体 必须 是 几何 不 变 体 。 下 面 来 讨论 这 一 问题 。 

杆 系 结构 是 由 若干 杆 件 用 贸 结 点 和 刚 结 点 连接 而 成 的 杆 件 体系 ， 在 体系 中 各 个 构件 不 
发 生 失 效 的 情况 下 ， 能 承担 一 定 范围 的 任意 荷载 的 作用 。 如 果 体系 不 能 承担 一 定 范围 的 任 
意 荷 载 的 作用 ， 这 时 在 荷载 作用 下 极 有 可 能 发 生 结构 失效 。 这 种 失效 是 由 于 体系 几何 组 成 
不 合理 造成 的 ， 与 构件 的 失效 不 一 样 ， 往 往 发 生得 比较 突然 , “范围 较 大 ， 在 工程 中 必须 避 
免 ， 这 就 需要 对 体系 的 几何 组 成 进行 分 析 ， 以 保证 结构 有 足够 的 、 合 理 的 约束 ， 防 止 结 构 
Кж. 


























体系 的 分 类 


1. 几何 不 变 体系 


几何 不 变 体系 指 在 不 考虑 材料 应 变 的 条 件 下 ， 任 意 荷 载 作用 后 体系 的 位 置 和 形状 均 能 
保持 不 变 的 体系 ， 如 图 5.1(a)、(b)、(c) 所 示 。 





图 5.1 几何 不 变 体系 及 几何 可 变 体系 图 
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2. 几何 可 变 体系 
几何 可 变 体系 指 在 不 考虑 材料 应 变 的 条 件 下 ， 即 使 不 大 的 荷载 作用 ， 也 会 产生 机 械 运 
动 而 不 能 保持 其 原 有 形状 和 位 置 的 体系 ， 如 图 5.1(4), (е). OMER. 


平面 几何 组 成 分 析 的 目的 


( 


























土建 工程 中 的 结构 必须 是 几何 不 变 体系 ， 通 过 对 体系 进行 几何 组 成 分 析 ， 可 以 达到 如 
下 目的 











1) 判别 某 体 系 是 否 为 几何 不 变 体系 ， 以 决定 其 能 否 作为 工程 结构 使 用 。 











(2) 研究 并 掌握 几何 不 变 体系 的 组 成 规则 ， 以 便 合理 布置 构件 ， 使 所 设计 的 结构 在 荷 





载 作 用 下 能 够 维持 平衡 。 
(3) 根据 体系 的 几何 组 成 状态 ， 确 定 结构 是 静 定 的 还 是 超 静 定 的 ， 以 便 选择 相应 的 计 











在 本 章 中 ， 只 讨论 平面 杆 件 体系 的 几何 组 成 分 析 : 











为 了 便于 对 体系 进行 几何 组 成 分 析 ， 先 讨论 平面 体系 的 自由 度 的 概念 。 体 系 的 自由 度 ， 
是 指 该 体系 运动 时 ， 用 来 确定 其 位 置 所 需 独立 的 数目 。 在 平面 内 的 某 一 动 点 4， 其 位 置 要 























由 两 个 坐标 x 和 来 确定 ， 如 图 5.2(a) 所 示 全 所 以 一 个 点 在 平面 内 的 自由 度 等 于 2， 即 点 在 
平面 内 可 以 做 两 种 相互 独立 的 运动 ， 通 常用 平行 于 坐标 轴 的 两 种 移动 来 描述 。 

在 平面 体系 中 ， 由 于 不 考虑 材料 的 应 变 ， 所 以 可 认为 各 个 构件 没有 变 开 
把 一 根 粱 、 一 根 链 杆 或 体系 中 已 经 肯定 为 几何 不 变 的 某 个 部 分 看 作 一 个 平面 网 




















КЫ 


于 是 ， 可 以 
体 ， 简 称 为 
个 刚 片 在 平面 内 运动 时 ， 其 位 置 将 由 其 上 面 的 任 一 点 4 的 坐标 (x，y) 和 过 А 点 的 



























































任 一 直线 АВ 的 倾角 gp 来 确定 ， 如 图 5.2(b) 所 示 。 因 此 ， 一 个 刚 片 在 平面 内 的 自由 度 等 于 3， 
即 刚 片 在 平面 内 不 但 可 以 自由 移动 ， 而 且 还 可 以 自由 转动 。 
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(а) (b) 
图 5.2 动 点 及 刚 片 的 自由 度 








对 刚 片 加 入 约束 装置 ， 它 的 自由 度 将 会 减少 ， 凡 能 减少 一 个 自由 度 的 装置 称 为 一 个 约 
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束 。 例 如 , 用 一 根 链 杆 将 刚 片 与 基础 相连 , 如 图 5.3(a) 所 示 , 则 刚 片 将 不 能 沿 链 杆 方向 移动 ， 
因而 减少 了 一 个 自由 度 ， 故 一 根 链 杆 为 一 个 约束 。 如 果 在 刚 片 与 基础 之 间 再 加 一 根 链 杆 ， 
如 图 5.3(b) 所 示 ， 则 刚 片 又 减少 了 一 个 自由 度 。 此 时 ， 它 就 只 能 绕 4 点 做 转动 而 丧 示 了 自 
移动 的 可 能 ， 即 减少 了 两 个 自由 度 。 
-个 圆柱 贸 把 两 个 刚 片 AE 4 点 连接 起 来 ， 如 图 5.3(c) 所 示 ， 那 么 ， 对 刚 片 
而 言 ， 其 位 置 可 由 4 点 的 坐标 x、y 和 48 线 的 倾角 gi 来 确定 。 因 此 ， 它 仍 有 三 个 自由 度 。 
当 刚 片 工 的 位 置 被 确定 后 ， 因 为 刚 片 开 与 刚 片 工 在 4 点 以 铵 连接 ， 所 以 刚 片 工 只 能 绕 4 点 
做 相对 转动 。 也 就 是 说 ， 刚 片 开具 保留 了 独立 的 相对 转角 oz。 因 此 ， 由 刚 片 和 开 所 组 成 
的 体系 在 平面 内 的 自由 度 为 4。 而 两 个 独立 的 刚 片 在 平面 内 的 自由 度 总 数 应 为 2x 3 = 6。 因 
此 ， 个 圆柱 贸 将 两 个 刚 片 连接 起 来 后 ， 就 使 自由 度 的 总 数 减少 了 两 个 。 这 种 连接 两 个 
刚 片 的 圆柱 匀 称 为 单 贸 。 综 上 所 述 ， 一 个 单 锐 相当 于 两 个 约束 , 也 相当 于 两 根 相交 链 杆 的 
约束 作用 ， 如 图 5.3(b) 所 示 。 
通过 类 似 的 分 析 可 以 知道 ， 固 定 支 座 相当 于 三 个 约束 ;连接 两 杆 件 的 刚 结 点 相当 于 三 


个 约束 。 
人 
> Yo “0 
) в 


@) 
图 5.3 IRERE RARE 


(с) 
一 个 平面 体系 ; 通常 都 是 由 若干 个 刚 片 加 入 某 些 约束 所 组 成 的 。 加 入 约束 后 能 减少 体 
系 的 自由 度 。 如 果 在 组 成 体系 的 各 刚 片 之 间 恰 当地 加 入 足够 的 约束 ， 就 能 使 刚 片 与 刚 片 之 
间 不 可 能 发 生 相 对 运动 ， 从 而 使 该 体系 成 为 几何 不 变 体系 。 
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为 了 确定 平面 体系 是 否 几何 不 变 ， 须 研究 几何 不 变 体系 的 组 成 规则 。 现 就 三 种 常见 的 
基本 情况 来 分 析 平 面 几何 不 变 体系 的 简单 组 成 规则 。 


三 网 片 的 组 成 规则 


平面 中 两 个 独立 的 刚 片 ， 共 有 六 个 自由 度 ; 如 果 将 它们 组 成 为 一 个 刚 片 ， 则 只 有 三 个 
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自由 度 。 由 此 可 知 ， 在 两 刚 片 之 间 至 少 应 该 用 三 个 约束 相连 ， 才 能 组 成 一 个 几何 不 变 的 体 
系 。 下 面 讨论 这 些 约束 应 怎样 布置 才能 达到 这 一 目的 。 

如 图 5.4(a) 所 示 ， 若 刚 片 工 和 开 用 两 根 不 平行 的 链 杆 48 和 CD 连接 。 为 了 分 析 两 刚 片 
间 的 相对 运动 情况 ， 设 刚 片 Т 固定 不 动 ， 刚 片 开 将 可 绕 АВ 与 CD 两 杆 延长 线 的 交点 О 而 
转动 ; 反之 ， 若 设 刚 片 开 固定 不 动 ， 则 刚 片 I 也 将 绕 O 点 而 转动 。O 点 称 为 刚 片 和 开 的 
相对 转动 的 瞬 心 。 上 述 情况 等 效 于 在 О 点 用 圆柱 铵 把 刚 片 I Ж ПНЕ Ж. ХЛИ ЛЕ 
在 两 链 杆 轴线 的 交点 上 ， 但 随 着 两 刚 片 的 相对 转动 ， 其 位 置 将 会 改变 。 因 此 ， 这 种 铵 与 一 
ИВЕ АЈ, ЗЕКЕ ВУ. 



















































































5.4 二 刚 片 的 组 成 规则 图 


为 了 制止 刚 片 I 和 开发 生 相 对 运动 ， 还 需要 加 上 一 祖 链 杆 EF， 如 图 5.4(b) 所 示 。 如 果 
链 杆 EF 的 延长 线 不 通过 O 点, 则 刚 片 和 本 之 间 就 不 可 能 再 发 生 相 对 运动 ， 于 是 所 组 成 
的 体系 是 几何 不 变 的 。 如 图 5.4(e) 所 示 , 刚 片 1 和 开 之 间 由 一 个 铵 和 一 个 不 通过 铵 的 链 杆 连 
接 也 组 成 一 个 几何 不 变 体系 。 

于 是 得 出 第 一 个 组 成 规则 : 两 个 刚 片 用 不 完全 交 于 一 点 也 不 全 平行 的 三 根 链 杆 相连 接 ， 
则 组 成 一 个 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 或 表述 为 : 两 个 刚 片 用 一 个 铵 和 一 根 不 通过 贸 的 
链 杆 相连 接 ， 则 组 成 一 个 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 


三 网 片 的 组 成 规则 


平面 中 三 个 独立 刚 片 ， 共 有 九 个 自由 度 ， 而 组 成 为 一 个 刚 片 后 便 为 三 个 自由 度 。 由 此 
可 见 ， 在 三 个 刚 片 之 间 至 少 应 加 入 六 个 约束 ， 方 可 将 三 个 刚 片 组 成 一 个 几何 不 变 的 体系 。 

为 了 确定 这 六 个 约束 的 布置 原则 ， 考 察 图 5.5(a)， 其 中 刚 片 1、 本 、 了 UH 用 不 在 同一 直线 
上 的 А, В, С 三 个 铵 两 两 相 联 。 这 一 情况 如 同 用 三 直线 段 48、BC、C4 (Е 
平面 几何 知识 可 知 ， 用 三 条 定 长 的 直线 只 能 作出 一 个 形状 和 大 小 都 为 一 定 的 三 角形 。 换 言 
之 ， 由 此 得 出 的 三 角形 是 几何 不 变 的 。 

于 是 得 出 第 二 个 组 成 规则 : 三 个 刚 片 用 不 在 同一 直线 上 的 三 个 匀 两 两 相连 ， 则 组 成 一 
个 无 多 余 联 系 的 几何 不 变 体系 。 

如 图 5.5(b) 所 示 两 个 刚 片 由 两 个 不 相互 平行 的 链 杆 连接 ,延长 线 交 于 О СНЕ). 
把 图 5.5(a) 中 А, В. С 三 处 的 匀 链 用 两 个 链 杆 形成 的 虚 较 代替 ， 则 三 个 刚 片 由 这 样 的 虚 匀 
组 成 的 体系 也 是 几何 不 变 体系 。 
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图 5.5 三 刚 片 的 组 成 规则 图 


三 元 体 规则 


【知识 链接 】 


二 元 体 是 指 两 根 不 在 同一 直线 上 的 链 杆 连接 一 个 新 结 点 的 装置 。 如 图 5.6 所 示 的 ВАС 
部 分 即 是 一 个 二 元 体 。 一 个 结 点 的 自由 度 等 于 2， 因 两 根 不 在 同一 直线 上 的 链 杆 ， 其 约束 


数 也 等 于 2。 所 以 , 得 出 二 元 体 规则 : 在 体系 中 增加 或 者 撤去 一 个 
二 元 体 ， 不 会 改变 体系 的 几何 组 成 性 质 。 

这 一 规则 一 方面 可 用 来 组 成 几何 不 变 体系 ; 男 一 方面 在 分 析 
某 体 系 的 几何 组 成 时 ， 可 先 将 二 元 体 撤除 ， 再 对 剩余 部 分 进行 分 
析 ， 所 得 结论 就 是 原 体系 的 结论 ; 
根据 上 述 简单 规则 ， 可 进一步 组 成 为 一 般 的 几何 不 变 体系 ， 









































用 这 些 规则 来 判别 给 定 体系 是 否 几何 不 变 。 值 得 指出 的 是 ， 在 上 述 三 个 组 成 规则 中 ， 
出 了 一 些 限制 条 件 ， 如 果 不 能 满足 这 些 条 件 》 将 会 出 现下 面 所 述 的 情况 。 

如 图 5.7(a) 所 示 的 两 个 刚 片 用 三 根 链 杆 相连 ， 链 杆 的 延长 线 交 于 一 点 O， 此 时 ， 两 个 刚 
片 可 以 绕 О 点 做 相对 转动 ， 但 在 发 生 一 微小 转动 后 ， 三 根 链 杆 就 不 同 全 交 于 一 点 ， 从 而 将 
不 再 继续 发 生 相 对 运动 。 这 种 在 某 一 瞬时 可 以 产生 微小 运动 的 体系 ， 称 为 瞬 变 体系 。 又 女 
图 5.7(b) 所 示 的 两 个 刚 片 用 三 根 互相 平行 但 不 等 长 的 链 杆 相连 ， 此 时 ， 两 个 刚 片 可 以 沿 着 
与 链 杆 垂直 的 方向 发 生 相 对 移动 ， 但 在 发 生 一 微小 移动 后 ， 此 三 根 链 杆 就 不 再 互相 平行 ， 
故 这 种 体系 也 是 瞬 变 体系 。 应 该 注意 ， 若 三 链 杆 等 长 并 且 是 从 其 中 一 个 刚 片 沿 同一 方向 引 


А 


图 5.6 二 元 体 的 组 成 规则 





出 时 ， 如 图 5.7(e) 所 示 ， 则 在 两 刚 片 发 生 一 相对 运动 后 ， 此 三 根 链 杆 仍 互相 平行 ， 故 运动 将 
继 纪 ， 这 样 的 体系 就 是 几何 可 变 体系 。 








图 5.7 可 变 体系 图 


115 


A 
A 
ПП erzem 


现在 再 看 图 5.8, ZARA AMFA- HR Е ИУ ТАУ ТААН ИН O Ҥ 10 56 ДЕП 
基础 看 成 一 个 刚 片 )。 此 时 C 点 位 于 以 АС 和 ВС 为 半径 的 两 个 圆 弧 公 切 线 上 ， 故 C 点 可 沿 
此 公 切 线 做 微小 的 移动 。 不 过 在 发 生 一 微小 移动 后 ， 三 个 贸 就 不 再 位 于 同一 直线 上 ， 运 动 
就 不 再 发 生 ， 故 此 体系 也 是 一 个 瞬 变 体系 。 
虽然 看 起 来 瞬 变 体系 只 发 生 微小 的 相对 运动 ， 似 乎 可 以 作为 结构 ， 但 实际 上 当 它 受 力 
时 将 可 能 出 现 很 大 的 内 力 而 导致 破坏 ， 或 者 产生 过 大 的 变形 而 影响 使 用 。 如 图 5.8 所 示 瞬 
变 体系 ， 在 外 力作 用 下 ， 匀 C 向 下 发 生 一 微小 的 位 移 而 到 C' 的 位 置 ， 由 如 图 5.9 所 示 隔 
离 体 的 平衡 条 件 >》,,=0 可 得 















































Do ета 
2sing 
因为 g 为 一 无 穷 小 量 ， 所 以 
Есад =1 = оо 
сп 2sing 
F 
4 В 
425—8 Ф ВОЗЕН 
С? 
图 5.8 瞬 变 体系 图 图 5.9 了 瞬 变 体系 受 力图 


可 见 ， 杆 4C 和 BC 将 产生 很 大 的 内 力 和 变形 。 因 此 ， 在 工程 中 一 定 不 能 采用 瞬 变 体系 。 

几何 不 变 体系 的 组 成 规则 中 ， 指 明 予 最 低 限度 的 联系 数目 。 按 照 这 些 规则 组 成 的 体系 
称 为 无 多 余 联系 的 几何 不 变 体 系 。 如 果 体 系 中 的 约束 数目 少 于 规定 的 数目 ， 则 该 体系 是 几 
何 可 变 的 [图 5:10(a)]。 如 果 体 系 中 的 约束 比 规则 中 所 要 求 的 多 ， 则 可 能 出 现 有 多 余 约 束 的 
几何 不 变 体系 ， 如 图 5.10(b) 所 示 体 系 。4B 部 分 以 固定 支 座 4 与 大 地 连接 已 构成 一 几何 不 
变 体 系 ， 支 座 В 处 的 两 根 链 杆 对 保证 体系 的 几何 不 变 来 说 是 多 余 的 ， 称 为 多 余 约 束 ， 故 该 
体系 是 具有 两 个 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 


B B 
4 
4 
(a) (b) 


图 5.10 体系 的 几何 分 析 图 
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#Б= 二 面体 系 的 几何 组 成 分 析 





几何 组 成 分 析 能 判断 体系 是 否 几何 不 变 ， 并 确定 几何 不 变 体系 中 多 余 约束 的 个 数 。 故 
通常 略 去 自由 度 计算 这 一 步骤 ， 而 直接 进行 几何 组 成 分 析 。 

进行 几何 组 成 分 析 的 基本 依据 是 前 述 三 个 规则 。 要 用 这 三 个 规则 去 分 析 形式 多 样 的 
平面 杆 系 ， 关 键 在 于 选择 哪些 部 分 作为 刚 片 ， 哪 些 部 分 作为 约束 ， 这 就 是 问题 的 难点 所 
在 ， 通 常 可 以 做 以 下 的 选择 : 四 一 根 杆 件 或 某 个 几何 不 变 部 分 (包括 地 基 )， 都 可 选 作 刚 片 ; 
@@ 体 系 中 的 铵 都 是 约束 ;，@@ 凡 是 用 三 个 或 三 个 以 上 贸 结 点 与 其 他 部 分 相连 的 杆 件 或 几何 不 
变 部 分 ， 必 须 选 作 刚 片 ，@@ 只 用 两 个 铵 与 其 他 部 分 相 过 的 杆 件 或 几何 不 变 部 分 ， 根 据 分 析 
需要 ， 可 将 其 选 作 刚 片 ， 也 可 选 作 链 杆 约束 ; @ 图 -5$.1T 中 虚线 ( 连 
接 两 锐 心 的 直线 ) 所 示 为 连接 两 刚 片 的 等 效 链 杆 ，@ 在 选择 刚 片 时 
要 联想 到 组 成 规则 的 约束 要 求 ( 匀 或 链 杆 的 数目 和 布置 )， 同 时 考虑 
哪些 是 连接 这 些 刚 片 的 约束 。 

做 体系 几何 组 成 分 析 虽 然 灵活 多 样 ， 但 也 有 一 定 的 规律 可 循 。 
ХЕИ, ОДЕМ, ЕАН 图 5.11 链 杆 约束 图 
其 几何 组 成 。 对 于 复杂 体系 ,可 以 采用 以 下 方法 。 

(1) 当 体 系 上 有 三 元 体 时 ， 应 去 掉 二 元 体 使 体系 简化 ， 以 便于 应 用 规则 。 但 需 注意 
每 次 只 能 去 掉 体系 外 围 的 二 元 体 ( 符 合 三 元 体 的 定义 )， 而 不 能 从 中 间 任 意 抽 取 。 例 如 
图 5.12 结 点 必 处 有 一 个 二 元 体 ， 拆 除 后 ， 结 点 2 外 暴露 出 二 元 体 ， 再 拆除 后 ， 又 可 在 结 点 
3 处 拆除 二 元 体 ， 剩 下 为 三 角形 4B4。 它 是 几何 不 变 的 ， 故 原 体 系 为 几何 不 变 体系 。 也 可 
以 继续 在 结 点 4 处 拆除 二 元 体 , 剩 下 的 只 是 大 地 了 ,这 说 明 原 体 系 相对 于 大 地 是 不 能 动 的 ， 
即 为 几何 不 变 。 

(2) 从 一 个 刚 片 (如 地 基 或 匀 结 三 角形 等 ) 开 始 ， 依 次 增加 二 元 体 ， 尽 量 扩 大 刚 片 范围 ， 
使 体系 中 的 刚 片 个 数 尽量 少 ， 便 于 应 用 规则 。 仍 以 图 5.12 为 例 ， 将 地 基 视 为 一 个 刚 片 ， 依 
次 增加 二 元 体 ， 结 点 4 处 有 一 个 二 元 体 ， 增 加 在 地 基 上 ， 地 基 刚 片 扩大 ， 以 此 扩充 结 点 3 
处 二 元 体 ， 结 点 2 处 二 元 体 ， 结 点 1 处 二 元 体 ， 即 体系 为 几何 不 变 。 

(3) 如 果 体 系 的 支 座 链 杆 只 有 三 根 ， 且 不 全 平行 也 不 交 于 同一 点 ， 则 地 基 与 体系 本 身 
的 连接 已 符合 二 刚 片 规则 ， 因 此 可 去 掉 支 座 链 杆 和 地 基 而 只 对 体系 本 身 进 行 分 析 。 例 如 
5.13(@) 所 示 体系 ， 除 去 支 座 三 根 链 杆 ， 只 需 对 图 5.13(b) 所 示 体 系 进行 分 析 ， 按 二 刚 片 规 
则 组 成 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 。 
(4) 当 体系 的 支 座 链 杆 多 于 三 根 时 ， 应 考虑 把 地 基 作 为 一 刚 片 ， 将 体系 本 身 和 地 基 一 
馆 用 三 刚 片 规则 进行 分 析 。 否 则 ， 往 往 会 得 出 错误 的 结论 。 例如， 如 图 5.14 所 示 体 系 ， 若 
不 考虑 四 根 支 座 链 杆 和 地 基 ， 将 АВС. DEF 作为 刚 片 I、 开 ， 它 们 只 由 两 根 链 杆 1、2 连 
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接 ， 从 而 得 出 几何 可 变 体系 的 结论 显然 是 错误 的 。 正 确 的 方法 是 再 将 地 基 作 为 刚 片 三 ， 对 
整个 体系 用 三 刚 片 规则 进行 分 析 ， 结 论 是 该 体系 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 


























(a) 
(b) 
5.12 ”二 元 体例 图 85.13 ”几何 不 变 体系 例 图 





图 5.14， 儿 何不 变 体系 例 图 图 5.15 几何 不 变 体系 例 图 


(5) 先 确定 二 部 分 为 刚 片 ， 连 续 几 次 使 用 二 刚 片 或 三 刚 片 规则 ， 逐 步 扩大 到 整个 体系 。 
如 图 5.15 所 示 ， 从 下 往 上 看 ， 下 层 是 按 三 刚 片 规则 组 成 的 几何 不 变 的 三 铵 刚 架 ABH, Е) 
两 个 刚 片 CDE 与 EFG 和 下 层 ( 刚 片 ) 按 三 刚 片 规则 组 成 几何 不 变 体系 。 

在 进行 组 成 分 析 时 ， 体 系 中 的 每 根 杆 件 和 约束 都 不 能 遗漏 ， 也 不 可 重复 使 用 。 

当 分 析 进 行 不 下 去 时 ， 一 般 是 所 选择 的 刚 片 或 约束 不 恰当 ， 应 重新 选择 刚 片 或 约束 再 
试 。 对 于 某 一 体系 ， 可 能 有 多 种 分 析 途 径 ， 但 结论 是 唯一 的 。 


Z 应 用 案例 5-1 


试 对 如 图 5.16(a) 所 示 体 系 做 几何 组 成 分 析 。 

【 解 】 首 先 以 地 基 及 杆 4B 为 两 个 刚 片 ， 由 匀 4 和 链 杆 1 连接 ， 链 杆 1 延长 线 不 通过 匀 
A4， 组 成 几何 不 变 部 分 ， 如 图 5.15(b) 所 示 。 以 此 部 分 作为 一 刚 片 ， 杆 CD 作为 另 一 刚 片 ， 
用 链 杆 2、3 及 BC 链 杆 (连接 两 刚 片 的 链 杆 约束 , 必须 是 两 端 分 别 连接 在 所 研究 的 两 刚 片上 ) 
连接 。 三 链 杆 不 交 于 一 点 也 不 全 平行 ， 符 合 二 刚 片 规则 ， 故 整个 体系 是 无 多 余 约 束 的 几何 
TRER. 
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#Б= 王 面 体系 的 几何 组 成 分 析 





А B с p. Aa Б С - т 
TS 

7 ( ж А р 207 \ 

(а) ЕЕ @ s 


图 5.16 ”应 用 案例 5-1 图 


2 应 用 案例 5-2 


试 对 如 图 5.17 所 示 体 系 做 几何 组 成 分 析 。 

【 解 〗 将 图 5.17 中 的 AC Вр. ЖАЛТ. П. Ш. WA ARA A 相 
Ж, ВЕЖАЙ A LAKAR ТТТ ПЕЛ Ср. ЕЕ 两 链 杆 相连 ， 相 当 于 一 
个 虚 匀 О, ДЕВ НЕ (А. В. ОЛЕ Жаа, КЕЕН, ЖА 
几何 不 变 且 无 多 余 约 束 。 

















图 5.17 应 用 案例 5-2 


/ 
22 应 用 案例 5-3 


试 对 如 图 ;S;18(a) 所 示 刚 架 做 几何 组 成 分 析 。 

【 解 】〗 首 先 把 地 基 作为 一 个 刚 片 I， 并 把 中 间 部 分 (BCE) 工 也 视 为 一 刚 片 。 再 把 АВ. 
CD EARR, WAH I. HAB Ср. ЕЕ 三 根 链 杆 相连 组 成 几何 不 变 且 无 多 余 约 束 的 
体系 (二 刚 片 规则 )。 注意 : 将 4B、CD 视 为 链 杆 而 不 看 作 刚 片 。 
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(а) (b) 


图 5.18 ”应 用 案例 5-3 图 


/ 
一 应 用 案例 5-4 
试 对 如 图 5.19(a) 所 示 体 系 做 几何 组 成 分 析 。 
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【 解 】 在 结 点 


1 与 $ 处 各 有 一 个 二 元 体 ， 可 先 拆除 。 在 上 部 体系 与 大 地 之 间 共 有 四 个 支 


座 链 杆 联 系 的 情况 下 ， 必 须 将 大 地 视 作 一 个 刚 片 ， 参 与 分 析 . 在 图 5.19(b) 中 ， 先 将 423B6 
视 作 一 刚 片 , 它 与 大 地 之 间 通 过 4 处 的 两 链 杆 和 В 处 的 一 根 链 杆 ( 既 不 平行 又 不 交 于 一 点 的 





三 根 链 杆 ) 相 连接 ， 因 此 A2386 可 与 大 地 合成 一 个 大 刚 片 工 ， 同 时 再 将 三 角形 C47 视 作 刚 
KI. MA 工 与 刚 片 开通 过 三 根 链 杆 34、B7 与 C 相连 接 ， 符 合 二 刚 片 组 成 规则 的 要 求 ， 
故 所 给 体系 为 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 

1 2, 3 4 5 








图 5.19 应 用 案例 5-4 


/ 
:一 应 用 案例 5-5 
试 分 析 如 图 5.20 所 示 的 体系 的 几何 组 成 。 





图 5.20 ”应 用 案例 5-5 图 
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【 解 〗 根据 规则 三 ， 先 依次 撤除 二 元 体 G-. 广 扩 、D-G-F、 
Е-Н-Е. Р-Е-Е 使 体系 简化 。 再 分 析 剩 下 部 分 的 几何 组 成 ， 
将 4DC 和 СЕВ QARAMA IAI, HARANA. 此 
ДАНТЕ С. В. А 两 两 相连 ， 且 三 铵 不 在 同一 直线 
上 ， 故 知 该 体系 是 无 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 。 








› A 应 用 案例 5-6 


试 分 析 如 图 5.21 PiE HTAR ЇЇ Л Ж. 

【 解 〗 由 观察 可 知 ，4DCF 和 BECG 两 部 分 都 是 几何 不 
变 的 ， 可 作为 刚 片 I 、 开 。 此 外 地 基 可 作为 刚 片 IT。 这样 ， 
刚 片 II、II 之 间 有 杆 1、2 相连 ， 这 相当 于 用 虚 匀 O 相连 ; 
Н, ШЕП. ШНУТИЖ О 相连 ; 而 刚 片 I ПА 
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用 匀 C 相 连 。O、0O'、C 三 匀 不 共 线 ， 符 合 三 刚 片 规则 ， 故 此 检 架 是 几何 不 变 体系 且 无 多 
RAR. 
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图 5.21 应 用 案例 5-6 图 


L 应 用 案例 5.7 


试 对 如 图 5.22 所 示 体 系 进行 包 何 组 成 分 析 ， 

【 解 】 将 4B 视 为 刚 片 1 沪 地 基 由 4 贸 、B 链 杆 连接 ,符合 二 刚 片 规则 ， 成 为 几何 不 变 
部 分 ， 在 其 上 增加 二 元 体 -1C2、3D4， 则 5 链 杆 是 多 余 约 束 。 因 此 体系 是 几何 不 变 的 , 但 有 
ERAR. 

















图 5.22 应 用 案例 5-7 图 


【案例 点 评 】 

通过 对 上 述 案例 的 分 析 可 知 ， 对 体系 的 几何 组 成 分 析 主要 应 分 清 体系 中 哪些 杆 件 为 主 
体 ， 哪 些 杆 件 为 约束 ， 通 过 几何 不 变 体 的 组 成 规则 来 加 以 判别 ， 是 否 满足 组 成 规则 的 要 求 ， 
并 确定 有 没有 多 余 的 杆 件 。 满 足 组 成 规则 没有 多 余 的 杆 件 为 几何 不 变 体 ; 满足 组 成 规则 有 
多 余 的 杆 件 为 几何 不 变 体 多 余 约 束 ; 不 满足 组 成 规则 为 几何 可 变 体 。 
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A 


A 
ПП 892-9) 














如 前 所 述 ， 用 作 结 构 的 杆 件 体系 ， 必 须 是 几何 不 变 的 ， 而 几何 不 变 体 系 又 可 分 为 无 
多 余 约 束 的 和 有 多 余 约束 的 。 后 者 的 联系 数目 除 满 足 几何 不 变性 要 求 外 还 有 多 余 。 例 如 ， 


如 图 $.23(a) 所 示 连 续 梁 ， 如 果 将 C、D 两 支 座 链 杆 去 掉 [ 图 5.23(b)]， 剩 下 的 支 座 链 杆 恰好 
连接 的 要 求 ， 所 以 它 有 两 个 多 余 联系 。 又 如 图 5.24(aj 所 示 加 劲 梁 ， кш 
5.24(b)]， 则 它 就 成 为 没有 多 余 联系 的 几何 不 变 体系 雹 故此 加 劲 梁 具 有 一 


满足 两 刚 片 
АВ 去 掉 [ 图 
余 联系 。 


] 


【知识 链接 】 


对 于 无 
衡 条 件 求 得 
但 是 对 
例如 ， 如 图 























(а) UE tH 
Ж oNN эж 
(b) 前 定 结构 


图 5.23 ERR 


У" 


(а) 超 静 定 结 


ыр = 


А i 
(b) 静 定 结构 


图 5.24 加 劲 梁 





多 余 联系 的 结构 (如 图 5.25 所 示 的 简 支 梁 )， 它 的 全 部 反 力 和 内 力 都 可 


静 力 平 








， 这 类 结构 称 为 静 定 结构 。 





于 具有 多 余 联 系 的 结构 ， 却 不 能 只 依靠 静 力 平衡 条 件 求 得 其 全 部 反 力 条 





0 内力。 











5.26 所 示 连 续 梁 ， 其 支 座 反 力 共 有 五 个 ， 而 静 力 平衡 条 件 只 有 三 个 





ШШ 























三 个 静 力 于 





F 衡 条 件 无 法 求 得 其 全 部 反 力 ， 从 而 也 就 不 能 求 得 它 的 内 力 ， 这 类 结构 称 为 超 
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85.25 静 定 结构 图 Е 5.26 ” 超 静 定 结构 图 


从 上 面 的 分 析 可 知 ， 无 多 余 联 系 的 几何 不 变 体 系 为 静 定 结构 ， 而 有 多 余 联系 的 几何 不 
变 体系 为 超 静 定 结构 。 


бл 结 


(1) 体系 可 以 分 为 几何 可 变 体系 、 几 何 瞬 变 体系 和 几何 不 变 体系 。 只 有 几何 不 变 体系 
才 可 以 作为 结构 使 用 ， 几 何 可 变 体 系 和 几何 瞬 变 体系 不 能 用 作 结 构 。 

(2) 自由 度 是 确定 体系 位 置 所 需 的 独立 参数 的 数目 : 

(3) 几何 不 变 体 系 组 成 规则 有 三 个 : 二 刚 片 规则 三 刚 片 规则 和 二 元 体 规则 。 满 足 这 
三 条 规则 的 体系 是 几何 不 变 体系 。 





(4) 静 定 结构 是 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 йы [а] 
(5) 超 静 定 结构 是 有 多 余 约束 的 几何 不 变 体 系 。 КОЙДЕ 
бе z a) 【资料 阅读 】 


(1) 几何 可 变 体系 几何 瞬 变 体系 为 什么 不 能 作为 结构 使 用 ? 试 举 例 说 明 。 

(2) ITAA o E4? 体系 中 任何 两 根 链 杆 是 否 都 相当 于 在 其 交点 处 的 一 个 虚 匀 ? 
(3) 什么 是 多 余 约 束 ? 如 何 确定 多 余 约 束 的 个 数 ? 

(4) 几何 不 变 体 系 有 三 个 组 成 规则 ， 其 最 基本 的 规则 是 什么 ? 

(5) 静 定 结构 、 超 静 定 结构 各 有 何 特征 ? 


буз a) 


一 、 填 空 是 

(1) 确定 体系 位 置 所 需要 的 独立 的 几何 参 变 量 的 数目 称 为 
(2) 一 个 刚 片 在 平面 内 有 个 自由 度 。 

(3) 一 个 点 在 平面 内 有 个 自由 度 。 


(4) 体系 的 位 置 和 形状 不 会 改变 的 体系 称 为 
(5) 在 很 小 的 荷载 作用 下 ， 也 将 引起 体系 几何 形状 的 改变 的 体系 称 为 
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A 
A 
— M emsa 


二 、 单 选 题 
(1) 体系 的 几何 组 成 规则 中 最 基本 规则 是 ( AN. 
А. ZAAR в. 三 角形 с. 二 刚 片 р. 三 刚 片 
(2) 一 根 链 杆 相当 于 ( aR. 
A. 4 B. 3 С. 2 D. 1 
(3) 一 个 由 三 个 刚 片 组 合 而 成 的 静 定 内 部 结构 ， 该 内 部 结构 有 ( ”) 个 自由 度 。 
д9 B. 0 С. 9 D: 12 
(4) 有 多 余 约束 的 几何 不 变 体 系 是 ( Jo 
А. HRIH в. 几何 可 变 体 系 
С. ЖА D. 超 静 定 结构 
三 、 判 断 题 
(1) 一 个 刚性 连接 相当 于 三 个 约束 ¢ J 
(2) 两 刚 片 用 不 全 交 于 一 点 也 不 相互 平行 的 三 根 链 村 相连 接 ， 则 所 组 成 的 体系 是 几何 
不 变 体系 ， 且 无 多 余 约 束 。 ©) 
(3) =н 0. ©) 
(4) 2AA ARER- EREA АЕ, MARRA ASTREA, 
且 无 多 余 约束 。 ( ) 
(5) 一 个 体系 中 增加 一 个 约 来、 而 体系 的 自由 度 并 不 因此 而 减少 ， 则 此 约束 称 为 非 多 
余 约束 。 (0) 
(6) 结构 的 全 部 反 办 和 内 力 都 可 由 静 力 平衡 条 件 求 得 ， 则 此 结构 称 为 静 定 结构 。 
( ) 
四 、 主 观 题 











试 对 如 图 5.27 所 示 体系 做 几何 组 成 分 析 。 如 果 是 具有 多 余 约 束 的 几何 不 变 体系 ， 则 需 
指出 其 多 余 约 束 的 数目 。 








(с) (4) 
图 5.27 ”主观 题 图 (一 ) 
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0) 0) 


(k) 
图 5.27 主观 题 图 (二 ) 


К 回 
тїз 
[з] H 
【习题 答案 】 


第 @ 章 静 定 结构 的 内 力 





了 解 工 程 上 常见 梁 的 受 力 、 RPR, BER: 绘制 多 跨 静 
定 梁 和 静 定 平面 刚 架 的 内 力图 ; 定义 拱 的 概念 ， 描 述 拱 的 特点 ， 解 释 合理 拱 轴线 的 概念 ，; 
定义 枯 架 的 概念 ， 用 结 点 法 、 截面 法 计算 表 定 平面 术 架 的 内 力 ， 了 解 静 定 结构 的 基本 特性 。 











知识 要 点 所 占 比重 

曲 、 单 跨 梁 及 支 座 的 类 型 

弯曲 时 的 内 力 及 内 力图 % 内 力 正 

шт, Ж 
3 曲 内 力 计 算 规 律 

多 跨 梁 的 内 力 分 析 原 则 、 多 跨 梁 

的 几何 组 成 特点 、 基 本 部 分 和 附 

属 部 分 间 的 相互 传 力 关系 

刚 架 的 内 力 分 析 方法 、 刚 架 的 几 










曲 的 受 力 特点 үз 变形 特点 





HRS 


(Т) Ж{#8]70, ОИН ИЖ 
(2) EIEH. Akte И 7 РАНТА 
















号 判断 方法 





30% 
















(1) 理解 多 跨 梁 的 组 成 和 传 力 特点 ， 区 分 基本 部 分 和 
附属 部 分 1% 
(2) 能 计算 各 支 座 反 力 并 绘制 内 力图 












(1) 理解 刚 架 的 组 成 和 受 力 特点 











类 型 、 内 力 分 析 方法 、 刚 性 结 % 
e 刚性 结 | (2) 能 分 析 刚 架 的 反 力 和 内 力 ， 并 作 内 力图 ш. 
Вр Т. MERN | (1) 理解 拱 的 组 成 和 受 力 特 点 1% 
力 分 析 原 理 ， 合 理 拱 轴线 的 特点 | (2) 能 计算 拱 的 反 力 ， 描 述 内 力 的 计算 方法 ' 
ЖЫЕН ЫЛЕ, НГЕ 
бы Уе с) 能 利用 结 аА Ие R 杆 的 内 力 Ы 


架 的 类 型 
荷载 及 非 荷 载 因素 对 静 定 结构 反 
力 、 内 力 和 位 移 的 影响 





(1) 理解 静 定 结构 解答 的 唯一 性 


2) 能 够 描述 静 定 结构 的 基本 特点 








6: ESAE 








РТА ОЭ. НОРА 77 РА 22] MRAD SRRA 77907. 
МТА ЛИЯ. 


Ap 和 生活 知识 提 点 


在 日 常生 活 中 ， 人 们 用 扁担 挑 东西 ， 扁 担 受到 力 会 产生 怎样 的 变形 呢 ? 水 稻 的 秆 为 什 
么 是 圆 的 且 又 是 空心 的 ? 这 里 都 有 很 多 的 力学 知识 需要 我 们 去 了 解 。 


С вий 


房屋 建筑 中 的 楼 面 梁 ， 受 到 楼 面 荷 载 及 自重 的 作用 ， 如 图 6.1(a) 所 示 ， 楼 面 梁 将 承受 什 
么 样 的 内 力 ， 将 产生 什么 样 的 变形 ， 需 要 去 研究 并 解决 。 

所 有 结构 的 内 力 计 算是 承载 能 力 分 析 的 基础 。 无 论 是 进行 强度 计算 、 刚 度 计算 还 是 稳 
定性 问题 的 分 析 ， 内 力 计 算 都 是 首先 要 涉及 的 步骤 ， 它 包含 了 承载 能 力 分 析 的 主要 内 容 
并 且 是 其 他 专业 课程 学 习 的 基础 。 因 此 ， 在 整个 课程 中 ， 内 力 计算 处 于 主导 地 位 。 

结构 的 内 力 计算 包括 隔离 体 的 选取 受 为 分 析 、 平 衡 方程 的 建立 等 一 系列 步骤 。 


弯曲 变形 与 平面 弯曲 


弯曲 变形 是 工程 中 最 常见 的 一 种 基本 变形 形式 。 例如, 房屋 建筑 中 的 楼 面 梁 [图 6.1(a)]， 
受到 楼 面 荷载 的 作用 ， 将 发 生 弯 曲 变形 ， 阳 台 挑 梁 [图 6.1(b)]， 在 阳台 板 质量 等 荷载 作用 下 
也 会 发 生 弯曲 变形 ， 其 他 如 挡 土 墙 [图 6.1(c)]、 帅 车 梁 、 桥 梁 中 的 主 梁 [ 图 6.1(d)]、 桥 面板 、 
支承 闻 门 启 闭 机 的 纵 梁 [图 6.1(e)] 等 ， 都 是 受 弯 构 件 。 
这 些 构件 受 力 与 变形 的 特点 是 杆 件 受到 横向 力作 用 ， 杆 件 的 轴线 由 直线 弯 成 了 曲线 。 
所 以 常用 梁 的 轴线 来 代表 梁 ， 如 图 6.1 所 示 。 
变形 的 杆 件 中 ， 梁 应 用 得 最 广泛 ， 所 以 习惯 上 把 所 有 以 发 生 弯 曲 变形 为 主 的 


















































































































































E 25 

构件 统称 为 梁 。 

梁 的 横 截 面 通常 具有 对 称 轴 ， 如 图 6.2(a) 中 的 矩形 、 圆 形 、 工 字形 、T 形 ， 对 称 轴 与 梁 

轴线 所 组 成 的 平面 称 为 纵向 对 称 平面 [图 6.2(b)]]。 如 果 作用 在 梁 上 的 外 力 (包括 荷载 和 支 座 

反 力 ) 均 位 于 纵向 对 称 平面 内 ， 且 外 力 垂直 于 轴线 ， 则 轴线 将 在 这 个 纵向 对 称 平面 内 弯曲 成 
条 平面 曲线 ， 这 种 弯曲 变形 称 为 平面 弯曲 。 
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E 
IT 


@6.2 梁 的 模 截面 图 
弯曲 比较 简单 ， 在 实际 应 用 中 也 最 为 普遍 。 本 章 所 研究 的 弯曲 问题 都 限于 这 种 了 
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六 








Ма, 特别 提示 


平面 这 曲 是 最 常见 的 变形 ， 变 形 后 的 轴线 是 一 条 平面 曲线 。 


DA 梁 的 支 座 和 支 座 反 力 


梁 的 外 力 包括 荷载 和 支 座 对 梁 的 约束 反 力 。 荷 载 一 般 都 为 已 知 ， 约 束 反 力 则 要 在 计算 
内 力 之 前 先 通过 梁 的 整体 平衡 条 件 计 算得 到 。 

约束 反 力 的 数目 与 梁 的 支承 形式 有 关 。 常 见 支 座 形式 有 三 种 : TARE AERE 
座 及 固定 端 支 座 。 

TARLEN HE 6.3(a) 所 示 的 简 图 表示 。 梁 端 在 支 座 处 可 转动 ， 也 可 水 平移 动 , 但 不 
能 沿 竖 直 方向 移动 。 在 竖 直 方向 上 有 一 个 约束 反 力 Р 


= py 
w o — 


图 6.3 梁 支 座 图 


固定 锐 支 座 用 图 - 6.3(b) 所 示 的 简 图 表示 。 梁 端 在 支 座 处 可 以 转动 ， 但 不 能 移动 。 约 束 
通过 贸 中 心 的 二 个 力 , 通常 把 这 个 约束 反 力 沿 梁 轴 


RAE TRR ARIA FAF, Pag g 
司 定 端 支 座 用 图 6.3(c) 所 示 的 简 图 表示 。 梁 在 固定 端 | 

既 不 能 转动 ， 也 不 能 移动 。 其 约束 反 力 有 三 个 ， 即 反 力 偶 Е, Е, 

M、 沿 梁 轴 及 垂直 于 梁 轴 的 两 个 反 力 F. 和 Р, a 


工程 中 常见 的 梁 按 支 座 情况 分 为 下 列 三 种 典型 形式 。 所 
(1) 简 支 梁 一 一 一 端 为 固定 贸 支 座 ， 另 一 端 为 可 动 贸 t 
支 座 的 梁 ， 如 图 6.4(a) 所 示 。 


(2) 外 伸 梁 一 一 梁 身 一 端 或 两 端 伸 出 支 座 外 的 简 支 


梁 ， 如 图 6.4(b) 所 示 。 
(3) RRA 端 为 固定 端 支 座 , 另 一 端 自由 ЙА! 
如 图 6.4(c) 所 示 。 


Ма, 特别 提示 A ©) 
各 支 座 处 产生 的 约束 力 数目 与 支 座 的 类 型 相对 应 ， 图 6.4 三 种 典型 梁 图 
固定 端 支 座 处 通常 情况 下 有 约束 力 偶 。 
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жйзЛз—47) 538 М 


HTH 


仍然 可 通过 截面 法 求 得 。 如 图 6.5(a) 所 示 的 梁 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 
距离 为 a 的 截面 т—т 上 的 内 力 。 

首先 求 出 支 座 反 力 Pw 与 Pa 
取 左 段 梁 人 


“| 


图 6 








F 
m 
m 
l-a 
(с) 


.5 “截面 法 求 梁 内 力图 


上 算 梁 的 应 力 和 变形 ， 必 须 先 了 解 梁 的 内 力 。 梁 在 外 为 作 














根据 作 





力 和 反 作 








的 Fo Ж МУКАМ 























截面 的 形 心 О 点 将 有 二 个 力矩 ， 会 引起 左 段 梁 
为 使 梁 不 发 生 转动 ,在 截面 上 就 必须 有 一 个 与 . 

















目下 ， 横 截面 上 的 内 力 
КЖ, ЫЙБА 支 座 


然后 用 截面 假想 沿 加 一 m 处 把 梁 截 开 为 左 、 右 两 段 。 
FE 为 研究 对 象 ， 因 梁 原来 处 于 平衡 状态 “所 以 被 截取 的 左 段 也 应 保持 平衡 状态 。 
从 图 6.5(b) 可 看 到 ，4 端 有 支 反 力 Fw 作用， 要 使 左 段 不 
发 生 移动 “在 截 开 的 截面 上 必须 有 一 个 大 小 与 Fy, 相等 、 
方向 与 Fj 相反 的 力 Fo 与 之 平衡 ， 同 时，Fyy 对 т—т 


的 转动 ， 
上 上述 力矩 


大 小 相等 、 转 向 相反 的 力 偶 矩 M， 才 能 保持 平衡 。Fo、 











М 即 为 梁 截 面 上 的 内 力 。 可 见 ， 梁 弯曲 时 横 截 


i 上 存在 





剪 力 的 常用 单位 为 牛顿 (N) 或 千 牛 [ 顿 ](KN)， 








和 弯 和 矩 的 大 小 可 由 左 段 梁 的 静 力 平衡 条 件 确定 ， 
DB,=0 Fy-Fo=0 


得 
Fy Fo= Fy 
УМо=0 Е„а-М=0 
得 M= Ела 


























等 、 方 向 相反 [图 6.5(c)]。 


А 特别 提示 
截面 法 求 内 力 时 的 隔离 体 可 以 取 截 开 后 的 任 一 部 分 ， 但 应 注意 受 力 分 析 的 完整 性 ， 不 
应 多 加 力 ， 也 不 应 少 画 力 。 
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两 部 分 内 力 ， 其 中 力 Fa 称 为 前 力 ， 力 偶 矩 М 称 为 弯 矩 。 


弯 矩 的 


常用 单位 为 牛 [ 顿 ] 米 NN。m) 或 千 牛 [ 顿 ] 米 (CN。m)。 剪 力 

















如 果 取 右 段 梁 作为 研究 对 象 ， 同 样 可 求 得 Fa 与 М. 
力 原 理 ， 右 段 梁 在 m 一 m 截面 上 的 Fo 及 М 与 左 段 梁 在 m 一 m 截面 上 























0 R5EE M 的 正 负 


为 了 使 由 左 段 或 右 段 梁 作 为 研究 对 象 求 得 的 同一 个 m 一 m 截面 上 的 内 力 具 有 相同 的 正 
负 号 ， 对 剪 力 Fa BHE М 的 正 负 号 做 如 下 规定 。 

在 横 截 面 m 一 m 处 ， 从 梁 中 取出 一 微 段 ， 若 剪 力 Fo 使 微 段 顺 时 针 转 动 [图 6.6(a)]， 则 
截面 上 的 前 力 为 正 ， 反 之 ，[ 图 6.6(b)] 为 负 。 若 弯 矩 М 使 微 段 产生 向 下 凸 的 变形 [图 6.6(c)， 
上 部 受 压 、 下 部 受 拉 ]， 则 截面 上 的 弯 矩 为 正 ， 反 之 ，[ 图 6.6(d)] 为 负 。 












































Е. ч к - м "== ар т (8%) 
Q] Q 9 Q 
[Ne 
т т пн) уут М 
(а) (b) © @) 


图 6.6 梁 内 力 正 负 号 图 
以 下 举例 说 明 用 截面 法 求 梁 指 定 截面 上 的 内 为。 

/ 

> 应 用 案例 6-1 


粱 受 力 时 如 图 6.7 所 示 , 试 求 1 一 1 截面 上 的 内 力 . 
EIO 计算 支 座 反 力 由 梁 的 整体 平衡 条 件 可 
求 得 

















= 29.2kN: 


py 


Еву 


ЕВА зум 


В: Fy + Fp- Fi - Е = (29.2 + 20.8 - 25 - 
25)kN = 0， 计 算 无 误 。 

(2) 计算 内 力 , 用 截面 1 一 1 截取 左 段 为 研究 对 象 ， 
HERNY Ко ЖЕ Mi 都 为 正 ， 如 图 6.7(b) 所 示 。 图 6.7 应 用 案例 6-1 图 
由 平衡 条 件 





УБ=0 Fs-Fi-Fo=0 


得 Ед = Fø Е, = (29.2 - 25)kN =4.2kN 
УМ=0 -Fyx3+Fix2+Mi=0 
得 Mı = Fy x 3- F; x 2= (29.2 x 3 -25 x 2)КМ • m =37.6kN * m 


所 得 Fo!、Ml 为 正 值 ， 表 示 所 设 For М7 5 ЖЛ ИЛНЕ. ЖЮ У 
矩 的 符号 规定 均 为 正 。 
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Z 
:一 应 用 案例 6-2 
试 求 如 图 6.8 Ж 1—1. 2—2 截面 上 的 内 力 。 


К! > СЕТ ЕНН шіт, ЖАЛЕ, ж 
(а) 取 左 段 为 研究 对 象 ， 则 可 省 去 求 支 座 反 力 。 
1 2 计算 1 一 1 截面 上 的 内 力 。 用 截面 1 一 1 截取 梁 








的 左 段 为 研究 对 象 ， 设 Fo 与 M X ELE 6.8(b)]。 


村 三 一 一 在 考虑 左 段 的 平衡 时 ， 左 段 上 分 布 荷载 可 用 合力 


б ахо 来 代替 ， 合 力作 用 在 左 段 的 中 点 ， 所 以 
F,=0 -Fu-q2=0 
ЕНЕН | 1, Ži 0174 


得 Foi =-912 
> Mi=0D ~ql2x14-Mi=0 


(с) J Й 2 
т | ) m 得 М, =-4Ё/8 
3 
k y Е} 








pett Fo 








Ў Коз Mi 为 负 值 ， 表 示 所 设 方向 与 实际 
方向 相反 KE For Mi 按 剪 力 与 弯 矩 的 符号 规定 
图 6.8 应 用 案例 6-2 图 ЯЕ ЯЛДА. 
以 同样 步骤 可 求 得 2 一 2 截面 上 的 内 力 。 用 
2 一 2 截面 截取 左 段 为 研究 对 象 , 设 К 与 My 如 图 6.8(c) 所 示 , 由 平衡 条 件 

















JF, =0 -ql = Foz= 0 
得 Fo=-ql 
Ум№=0 41х12 - М =0 
得 М = 4/2 


Foz 与 MD 也 是 负 剪 力 和 负 弯 矩 。 


<L 应 用 案例 6.3 


计算 梁 C 支 座 稍 左 的 1 一 1 截面 和 稍 右 的 2 一 2 截面 
上 的 内 力 。 
IO 计算 支 座 反 力 。 





дах“ 
Fy=-— 4O 
даха 5 
®%=—5-= (1) 





ЖЖ: Fay + Ес -ga= = = 


图 6.9 应 用 案例 6-3 图 


无 误 。 
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(2) 求 1 一 1 截面 上 的 内 力 。 取 1 一 1 截面 以 左 为 研究 对 象 [图 6.9(b)]， 由 


> 及 =0 Еъ- Ед = 0 
得 варт с 
Ум =0 Еъх2а-М=0 
得 Mı =F * 2a =-1F «2а=-@- 
(3) 求 2 一 2 截面 上 的 内 力 。 取 2 一 2 截面 以 左 为 研究 对 象 [图 6.9(c)]， 由 
2F=0 Fwt+Fo- Fo=0 
5 
得 Fo=Fy+Fey= -T+ qa 
У№=0 Fy x 2а- М, =0 
得 М№=Еухда=- 95 


2 一 2 截面 所 取 的 研究 对 象 上 包含 了 Е, ЛН; 而 2 一 2 截面 无 限 接近 C 支 座 ， 
Fy 2 一 2 截面 形 心 之 力矩 为 零 ， 所 以 对 弯 算 无 影响 。 

R 2 一 2 截面 上 的 内 力也 可 取 截 面 以 右 部 分 作为 研究 对 象 [图 6.9(d)]， 由 于 作用 在 右 段 
上 的 力 简单 ， 计 算 比 取 左 段 方便 。 此 时 














ув? Еф - 44= 0 
得 Е = ҹа 
У№=0 Ms+ дах 550 
А а qa? 
得 М›=-дах =- 
293 2 


J вазната 


截面 法 计算 梁 某 一 指定 截面 上 的 内 力 ， 是 计算 梁 内 力 的 基本 方法 。 下 面 对 用 截面 法 
计算 梁 内 力 讨论 三 个 问题 。 
1. ЖЕЎ Ее М 的 正 负 号 问题 
377 Fe BHE М 的 正 负 号 问题 是 初学 者 很 容易 发 生 错误 的 地 方 。 在 法 计算 内 
力 时 ， 应 分 清楚 两 种 正 负 号 : 第 一 种 正 负 号 在 求解 平衡 方程 时 出 现 。 在 梁 被 假想 地 截 开 后 ， 
内 力 被 作为 研究 对 象 上 的 外 力 看 待 ， 其 方向 是 任意 假设 的 。 平衡 方 程 解 得 К, MHE, R 
示 实 际 方向 与 所 假设 方向 一 致 ， 解 得 为 负 ， 表 示 实 际 方向 与 所 假设 方向 相反 。 这 种 正 负 号 
是 说 明 外 力 方向 的 (研究 对 象 上 的 内 力 当 作 外 力 ) 符 号 。 第 二 种 正 负 号 是 由 内 力 的 符号 规定 
而 出 现 的 。 按 图 6.6 +1 М 和 Fa 的 正 负 号 规定 ， 判 别 已 求 得 的 内 力 实际 方向 ， 则 内 力 有 
正 有 负 。 这 种 正 负 号 是 内 力 的 符号 。 两 种 正 负 号 的 意义 不 相同 。 

为 计算 方便 ， 通常 将 未 知 内 力 的 方向 者 公设 为 内 力 的 正方 疝 当 平衡 方程 解 得 内 力 为 
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正 时 (这 是 第 一 种 正 负 号 )， 表 示 实 际 方向 与 假设 方向 一 致 ， 即 内 力 为 正 值 ; 解 得 为 负 时 ， 
表示 实际 方向 与 假设 方向 相反 ， 即 内 力 为 负 值 。 这 种 假设 未 知 力 方 向 的 方法 ， 将 外 力 符号 
与 内 力 符号 两 者 统一 了 起 来 ， 由 平衡 方程 中 出 现 的 正 负 号 就 可 定 出 内 力 的 正 负 号 。 

2 用 截面 法 计算 内 力 的 规律 


截面 上 的 剪 力 和 弯 逢 与 梁 上 的 外 力 之 间 存 在 下 列 规律 。 
(1) 梁 上 任 一 模 截 面 上 的 剪 力 Fo 在 数值 上 等 于 此 截面 左 侧 ( 或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 的 代 
数 和 。 
(2) 梁 上 任 一 横 截 面 上 的 弯 矩 M 在 数值 上 等 于 此 截面 左 侧 (或 右 侧 ) 梁 上 所 有 外 力 对 该 
截面 形 心 的 力矩 的 代数 和 。 
3， 作 用 在 粱 上 的 外 力 方向 与 截面 上 内 力 的 正 负 之 间 的 关系 


作用 在 梁 上 的 外 力 方向 与 截面 上 内 力 的 正 负 之 间 存 在 以 下 规律 。 

(1) 若 以 截面 以 左 部 分 的 外 力 来 定 内 力 时 ， 向 上 的 外 力 引 起 正 的 剪 力 ， 向 下 的 外 力 引 
起 负 前 力 ， 对 截面 形 心 产 生 顺 时 针 转 向 力矩 的 外 力 引起 正 弯 矩 ， 产 生 逆 时 针 转 向 力矩 的 外 
NIERE. ITET, WARTA EDHE, ABEE”. 

(2) 若 以 截面 以 右 部 分 的 外 力 来 定 内 力 时 ,> 则 与 上 相反 : 向 下 的 外 力 引起 正 的 剪 力 ， 
向 上 的 外 力 引起 负 剪 力 ， 对 截面 形 心 产生 顺 时 针 转 向 力矩 的 外 力 引起 负 弯 矩 ， 产 生 逆 时 针 
转向 力矩 的 外 力 引起 正 弯 矩 。 此 规律 可 记 为 “ 右 下 前 力 正 ,” 右 逆 弯 矩 正 ”。 


(Ма, 特别 提示 


利用 以 上 几 条 规律 可 使 计算 截面 上 内 力 的 地 程 简化 ， 省 去 列 平衡 方程 式 的 步骤 ， 直 接 
由 外 力 写 出 所 求 的 内 力 : 










































































过 应 用 案例 6-4 


一 外 伸 梁 , 所 受 荷载 如 图 6.10 所 示 , 试 求 截面 С. REBER BANNIE E. 
M= SkN -m q= ЖМ 





F=2kN 


Fy 





H im ‚+ 1т sla 2m -- 2m - 
图 6.10 ”应 用 案例 6-4 图 


【 解 】(1) 根据 平衡 条 件 求 出 约束 力 反 力 。 
Ез, = АКМ Fs = 203 


134 


*б6= ESAE 





(2) Ж4#ЖҖШ ЕЕ. 
截面 C: 根据 截面 左 侧 梁 上 的 外 力 ， 由 “左上 剪 力 正 ， 左 顺 弯 矩 正 ”得 
Еос= УЕ, = Е = 203 
мс=УМо= Еу х 2т – М, = 2KN х 2т – 8КМ • т =-4kN • m 
жав. вж: 取 右 侧 梁 计算 H “AFINE, ЖЕЕ" 4 
Fos# =F- Ев, = 203 -4kN = -2kN 
Мв =-F x 2т = -20№ х 2m =-4kN • m 
Foge = 下 =2kN 

Мав =-Ех2т=-2КМ x 2m = -4kN • m 

在 集中 力作 用 截面 处 ， 应 分 左 、 右 截面 计算 剪 力 ; 在 集中 力 偶 作用 截面 处 也 应 分 左 、 
EREHE E. 





DSE 


一 般 情况 下 ,- 梁 横 截面 上 的 剪 力 和 弯 矩 都 随 截面 位 置 的 不 同 而 变化 。 若 以 x 表示 横 截 
面 沿 梁 轴线 的 位 置 ， 则 梁 内 各 横 截面 上 的 前 为 和 弯 和 矩 均 可 以 表示 成 坐标 x 的 函数 ， 即 
Fo= Ео(х) 
M= М(х) 
上 面 的 函数 表达 式 可 以 反映 出 梁 各 横 截 面 上 的 前 力 和 弯 矩 沿 梁 轴 线 的 变化 规律 ， 分 别 
称 为 梁 的 剪 力 方程 和 弯 和 矩 方程 。 


ADESEA 


绘制 梁 的 内 力图 时 ， 通 常 正 对 梁 的 结构 图 ， 在 梁 结构 图 下 方 作 平 行 于 梁 轴 线 的 x 轴 ， 
取向 右 方向 为 正 。 青 以 集中 荷载 和 集中 力 偶 的 作用 点 、 分 布 荷载 作用 的 起 终点 以 及 梁 的 支 
承 点 为 分 界 点 (这 些 点 通常 也 称 为 控制 点 )， 将 梁 分 成 几 段 。 然 后 分 别 列 出 各 段 的 剪 力 方程 
和 弯 矩 方程 ， 并 分 别 求 出 各 分 界 点 处 截面 上 的 剪 力 值 和 弯 和 矩 值 。 最 后 把 算得 的 各 分 界 点 截 
面 的 Fe、M 值 作为 纵 坐标 ， 按 正 负 号 和 选 定 比例 画 在 与 截面 位 置 相 对 应 之 处 ， 再 把 各 个 纵 
坐标 的 端点 连接 起 来 ， 由 此 而 得 到 的 图 形 ， 称 为 梁 的 前 力图 和 弯 矩 图 。 

前 力图 和 弯 矩 图 表示 梁 的 各 横 截 面 上 剪 力 ЕЛП Н М 沿 梁 轴线 变化 的 情况 。 剪 力图 
上 任 一 点 的 纵 坐 标 表示 与 此 点 相对 应 的 梁 横 截面 上 的 剪 力 值 ， 弯 矩 图 上 任 一 点 的 纵 坐 标 表 














































































































































































































A 
A 
ПП ersam 














示 与 此 点 相对 应 的 梁 横 截面 上 的 弯 矩 值 。 土 建 工程 中 ， 习 惯 上 把 正 剪 力 画 在 x 轴 上 方 ， 负 








77, MAME x EH o 


WAME х Н ТИРЕСЕ ТАЕ У ОЈ. KRI SEER S A RRE, E 
SEERE FRFR, MERRIER MAMRE, ESEME х 轴 





























以 下 通过 案例 来 说 明 剪 力图 和 弯 矩 图 的 绘制 方法 。 











<2 应 用 案例 6.5 


ВЖЕ ШИ 6.11 所 示 集 中 力作 用 ， 


F 


(a) * 
Яй 过 - i вр 

(b) jF 
Éy м 


| 
| 
ЕЗИ Рох) | 
| 
| 


` ‘i | 
| | 


(4) 





6.11 应 用 案例 6-5 


所 示 。 


JERAN IAEE ENE, а 9727 91075 
矩 图 ， 并 确定 | 及 | ямі. . 
ID 列 剪 力 方 程 和 弯 矩 方程。 把 坐标 原点 取 
在 梁 左 端 ，x 轴 沿 梁 轴 线 如 图 6.11(a) 所 示 。 假 想 把 梁 
在 距 原点 为 x 的 截面 处 截 为 两 段 , 取 左 段 为 研究 对 象 ， 
如 图 6.11(b) 所 示 ; ~ 可 写 出 该 截面 上 的 剪 力 Fo(x) 和 弯 
Ж M(x) 分 别 为 
Fox) = -Е (0<х</) 
М(х) = -Ех (0<x<) 
因 截 面 位 置 为 任意 ， 故 式 中 x 是 一 个 变量 。 上 两 
式 即 为 梁 的 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 。 
(2) 绘 前 力图 和 索 矩 图 。 先 建立 两 个 坐标 系 ，Orx 
轴 与 梁 轴 线 平行 , 原点 O 与 梁 的 4 点 对 应 ， 横 坐标 表 
示 横 截面 位 置 ， 纵 坐标 分 别 表示 剪 力 Fo WEE M, 
然后 按 方程 作 图 。 
шй лз [ж Fo(x) 为 一 常数 , 即 全 梁 各 截面 
HAE. Fo 图 为 一 平行 于 x 轴 的 直线 ， 如 图 6.11(с) 















































ШЕЕ Я Мо) х 的 一 次 方 函 数 ， 应 为 一 直线 图 形 ， 故 只 需 确定 两 个 截面 的 


弯 矩 值 ， 即 可 确定 直线 位 置 。 


x=0, M=0 
х=, M=-FI 


把 它们 标 在 图 6.11(d) 所 示 的 MOx 坐标 系 中 ， 连 接 这 两 点 即 作出 梁 的 弯 矩 图 。 由 于 М 
是 负 值 ， 按 规定 画 在 横 坐 标 上 方 。 上 述 根据 内 力 方程 的 性 质 及 需要 而 算出 内 力 值 的 几 个 截 
面 称 为 控制 截面 ， 内 力图 上 相应 的 点 称 为 控制 点 。 

(3) 确定 | 及 | |М, .从 葛 力 图 和 赤 矩 图 上 很 容易 看 出 最 大 前 力 和 最 大 弯 矩 ( 均 指 其 


绝对 值 ) 在 B 端 ， 其 值 为 
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Fola -=F 
IM|,.=F1 


тах 


6: ESAE 

















从 本 例 可 以 看 出 ， 梁 上 没有 分 布 荷载 作用 时 ， 草 力图 是 一 条 水 平 直线 ， 弯 矩 图 是 一 条 
斜 直 线 。 

根据 工程 要 求 ， 剪 力图 和 弯 矩 图 上 应 该 标明 图 名 (Fa 图 、M 图 )、 正 负 、 控 制 点 值 及 单 
位 ; 坐标 轴 可 以 省 略 不 画 。 





/ 
:一 应 用 案例 6-6 
RE ЖЖ 6.12 所 示 均 布 荷载 作用 , 列 出 梁 




















的 剪 力 方程 和 弯 抵 方程 ， 画 出 前 力图 和 弯 矩 图 ， © 4 

HAR [ку |м, TY , х 
【 解 〗(1) 719]7;7Ж®® ENE. П 
坐标 原点 取 在 梁 左 端 ， 假 想 把 梁 在 距 原点 为 q 


х 的 截面 处 截 开 , 取 左 段 为 研究 对 象 , 如 图 6.12(b) © | Ум» 
йж, ете тан: 


Ед(х)=-4х (0<х<0) 
М(х) = =ф2/20 (0х0) (с) 
(2) &*йЛ&@% EA. 
剪 力 方程 为 直线 方程 ， 由 两 个 控制 点 的 数值 
便 可 绘 出 直线 。 














(4) 





х=0, Fo=0 
x=l, Fo= -gl 
绘 出 Fa 图 如 图 6.12(c) 所 示 。 
弯 矩 方程 为 二 次 曲线 方程 ， 至 少 需要 三 个 控 
制 点 才能 大 致 描 出 曲线 形状 。 




















图 6.12 应 用 案例 6-6 图 


х=0, М=0 
x=l/2, M=-qľ/8 
x=l, М=-4Ё/2 








绘 出 M 图 如 图 6.12(c) 所 示 。 
(3) 确定 | 及 | TIM an 
从 前 力图 和 弯 矩 图 上 可 看 出 最 大 前 力 和 最 大 弯 矩 都 在 固定 端 截面 ， 即 
„ся! 
|M] = 42/2. 
从 本 例 可 以 看 出 ， 梁 上 作用 均 布 荷载 时 ， 剪 力图 为 一 条 斜 直线 ， 弯 矩 图 为 一 条 二 次 抛 
物 线 ， 曲 线 的 凸 向 与 均 布 荷载 的 指向 一 致 。 
/ 
:一 应 用 案例 6-7 
简 支 梁 受 均 布 荷载 作用 如 图 6.13 т, КЛУ ЕЕЕ, ан Я 
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A 


A 
— M emas 


EE, FA |F] 和 |M| 


| тах 


【 解 〗(1) 计算 支 座 反 力 。 


енне, Еу Fw 412 
四 D 列 前 力 方程 和 弯 矩 方程。 
x 取 任意 截面 x， 则 
Гох) = Fy- х= 912 - х (0<х<1) 












































i É Мх) = Fax- qN = qx(l-x)/2 (0<x<D 
а | O 90е 
Jn | 剪 力 方程 为 直线 方程 ,应 计算 两 个 控制 点 值 : 
i x=0, Fo=ql/2 
| x=1, Fo= -gl/2 
i ! 根据 计算 结果 六 -分别 在 x 轴 上 方 和 下 方 得 两 
(с) M 图 | | 点 位 置 ， 相 连 后 即 得 Fo 图 ， 如 图 6.13(b) 所 示 。 
! | l 订 矩 方程 为 曲线 方程 ， 应 至 少 计算 三 个 控制 点 : 
图 6.13 ”应 用 案例 6-7 图 х=12, -£ 
x=], M=0 
根据 以 上 三 个 控制 点 数值 即 可 作出 M 图 ， 如 图 6.13(c) 所 示 。 
(4) 确定 | 及 | PIM 





EA BARRE: |А. = 412 

ER FRE: [M] = 40/8 

本 例 同 应 用 案例 6-6 类 似 ， 梁 上 作用 均 布 荷载 ， 
剪 力 图 为 一 条 斜 直线 ， 弯 矩 图 为 一 条 二 次 抛物 线 ， 
是 向 与 9 的 指向 一 致 。 还 应 注意 ， 在 剪 力 Fo= 0 的 
截面 上 ， 存 在 |M|。 - 


© 应 用 案例 6-8 


简 支 梁 受 如 图 вла ЈИЕ, Ж 
Лх Ей И, ЮЗЛИ ЕШ, ЖЖ 
|] „ЖМ. 

їйї п) 计算 支 座 反 力 。 























由 梁 的 整体 平衡 可 得 ©) < p I 
me мя E 
ЕЕ, Fy==F 
ЖОЛ 1 Fab 
D 列 剪 力 方程 和 弯 拢 方程 。 l 
梁 上 作用 的 集中 力 把 梁 分 为 4C 和 CB 两 段 , Ж 图 6.14 ”应 用 案例 6-8 图 
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6: ESAE 





分 别 用 截面 在 АС 段 和 BC 段 将 梁 截 开 ， 均 取 截 面 以 左 部 分 作为 研究 对 象 ， 则 AC 段 上 外 力 
只 有 Fy, CB 段 上 有 外 力 Fyto F, 这样， 两 段 的 内 力 必然 不 同 ， 所 以 梁 的 前 力 方程 和 弯 算 
方程 应 分 段 列 出 。 

ACR: Fa) = Fp =F (0<x<a) 


М(х) = Fax = 1 Ех (0<х<а) 
CB 段 : Fa) Рът РЕ ЕТЕР (а<х<1) 


Мо) = Fax - F(x- а) = 了 RU- х) (ах) 














(3) 绘 Fo、M 

AC 有力 为 要 F; ҖШЩҖЙ ЕВ, Шх=0, M20 x=a, м=^ 
线 

CB BIABAN, HEA -SF TERURA шла M- х= 
M=0 可 画 出 图 线 . 

(4) 确定 | 到 | TIM an 

设 a>5， 则 在 集中 力作 用 处 的 截面 : 


可 画 出 图 


[Rl 


(5) 讨论 : 
O 梁 上 荷载 不 连续 时 ， 应 分 段 列 出 内 力 方 程 ， 画 内 力图 

@ 从 本 例 的 内 力图 又 一 次 看 到 ， 没 有 荷载 作用 的 梁 段 ， 葛 力图 是 一 条 水 平 直线 ， 变 抵 
一 条 斜 直线 。 还 可 以 看 到 ， 在 集中 力作 用 的 截面 : (a) 弯 矩 图 出 现 一 个 尖 角 ， 尖 角 的 指 
向 与 集中 力 的 指向 一 致 ，(b) 划 力图 突变 ， 从 左 向 右 ， 蕴 力 由 全 严 变 到 -人 天 WAREN 
向 与 集中 力 的 指向 一 致 ,突变 值 的 大 小 为 集中 力 的 大 小 


/ 
„> 应 用 案例 6-9 

简 支 梁 受 如 图 6.15 所 示 集 中 力 偶 MER на, ШИЛ 
PEER, а |е, ямі, 


їйї а) ##хйл. 
由 梁 的 整体 平衡 可 得 
Fpa) Е-е) 
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A 
A 
ПП 8928-0 


D NIAE ENE. 
由 于 梁 中 段 有 集中 力 偶 Mo 作用 ， 内 力 方 程 应 分 段 列 出 。 






АС 8: гоо) = „= МЕ (0<х<а) 
(9) 1 oB M. ( 
М(х) =Ефх=—2 х (0=х < а) 
Fo, 
Fy 
| П і CB ĝt: Раз) = Еа (а<х<1) 
ын M | Ж 
т j М(х) = Fax - M =— x- М (a< x<) 
ъ ШЙ зле £ 
мь (3) ёғ. МИ. 


лаев AC、GB ”两 段 剪 力 相同 ， 图 形 为 



























































(с) 一 条 水 平 直线 ， 如 图 6.15(b) 所 示 ; АС. СВ ВЕЕ 
斜 直线 ， 由 控制 点 x=0; М=0 ЖЯ х=а, м-7м№8@Њ АС 
ВИЖ, Шх=а, M=- Mo 和 x= l, M=0 EH CB RE 
图 6.15 应 用 来 例 69 图 。 形 ， 如 图 GTKG) 所 东 。 
(4) о |в [м 
从 内 力图 可 确定 : ыт: 当 a > в}, |м 29м, RAE СШ ЕНӘ 
mE. 
由 本 例 可 以 看 出 ; 在 集中 力 偶 作用 处 ， 剪 办 图 不 受 影 响 ， 弯 矩 图 出 现 突变 。 从 左 向 右 
看 ， 若 受 逆 时 针 转 向 集中 力 偶 作 用 ， 弯 矩 图 将 从 下 往 上 突变 ; 若 受 顺 时 针 转 向 集中 力 偶 作 





用 ， 弯 矩 图 将 从 上 往 下 突变 ， 突 变 值 的 大 小 等 于 集中 力 侦 矩 的 大 小 。 


2 应 用 案例 6-10 














作 如 图 6.16 УРЕ УЖИ. 
IO 计算 支 座 反 力 。 
由 梁 的 整体 平衡 可 得 

ry- 1). Fey -IÈ qal t) 


(2) 列 内 力 方程 。 

АВ 段 和 BC 段 受 力 不 连续 , 应 分 段 列 方程 .本 
例 采 用 分 段 建立 坐标 系 的 简便 方法 。 

АВ 段 ， 坐 标 加 原点 在 4， 指向 右 方 : 


Ра) -Fy (0<m<D) 


和 
М(х) = Fox =-— zx 
(x1) = Faxi 1 
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图 6.16 应 用 案例 6-10 








*б6= ESAE 





BC 段 ， 坐 标 闻 原点 在 C， 指 向 左 方 : 
Ео(х) = 4х2 (0<х <а) 
Моо) = -у% (0<х›&а) 
(3) $ Fo ME. 
АВ 段 : Fo(x1) 为 常数 ， 图 形 为 一 条 水 平 直 线 ; M(x1) 是 截面 位 置 xi 的 一 次 函数 ， 图 形 为 
一 条 斜 直线 。 
BCR: Fo(x2) 是 截面 位 置 x 的 一 次 函数 ， 图 形 为 一 条 斜 直线 ; Me) 为 二 次 抛物 线 ， 由 
1 х =0, Fo=0, М= 0х =а, Ео= да, М-- 8 Ааай, Бу= 4ай, М=-%—, 

















绘 出 Fo МИ. 

本 例 的 内 力图 绘制 同 前 面 例题 所 显示 的 规律 一 致 。 还 应 注意 必 支 座 反 力也 可 看 作 作用 
在 梁 上 的 集中 力 ， 所 以 本 例 中 剪 力 图 和 夸 矩 图 的 变化 规律 仍 符合 前 述 规律 ， 如 在 В 处 剪 力 
ERR, FEAR EHH. 

WANEH, AJAA ШЕЙ о ERNE. 

O 梁 上 没有 作用 均 布 荷载 的 区 段 , 剪 力 为 常数 , 剪 力 图 为 水 平 直线 , 弯 矩 图 为 斜 直线 。 
弯 矩 图 线 的 斜率 就 是 剪 力 值 。 

当 该 段 Fu=0 时 ， 弯 矩 图 为 水 平 直线 ; 

当 该 段 Fe > 0 时 ， 弯 和 矩 图 从 左 到 右 为 下 斜 线 ; 

当 该 段 Fu <0 н, ЗНАЕ ЖА Еа. 

D ЖЕКА МЕЛА, ЛЛА, ЖЕНА, ВМИ 
向 与 均 布 荷载 的 作用 方向 一 致 

© 有 集中 为 作用 的 截面 处 ， 葛 力图 发 生 突变 ， 突 变 值 等 于 该 集中 力 的 大 小 ， 突 变 方向 
与 集中 力 方 向 二 致 ， 弯 矩 图 在 该 截面 处 发 生 转 向 ( 即 两 侧 图 形 的 斜率 不 同 )。 

@ 有 集中 力 偶 作用 的 截面 处 ， 剪 力图 不 受 影响 ， 弯 和 矩 图 发 生 突变 ， 突 变 值 等 于 该 集中 
力 偶 矩 。 若 力 偶 为 顺 时 针 转 向 ， 弯 矩 图 从 上 往 下 突变 ; 若 力 偶 为 逆 时 针 转 向 ， 弯 矩 图 从 下 
往 上 突变 (从 左 到 右 )。 




























































































现 将 单 跨 静 定 梁 在 简单 荷载 作用 下 草 力 图 和 弯 矩 图 的 规律 归纳 于 表 6-1. 
表 6-1 单 跨 梁 在 简单 荷载 作用 下 的 内 力图 
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-e 
M ersam 





【案例 点 评 】 
绝对 值 最 大 的 弯 矩 总 是 出 现在 -下 述 截 面 上 : Fo = 0 的 截面 ; 集中 力作 用 的 截面 ; 集中 
力 偶 作用 的 截面 处 ; 支 座 处 ; 





Мо). Рд (之 间 的 微分 关系 


为 了 简洁 、 迅 速 、 正 确 地 绘制 和 校 核 前 力图 和 弯 矩 区 


度 之 间 的 微分 关系 。 


设 在 简 支 梁 如 
Ч 6.17(b) 所 示 。 
的 剪 力 和 弯 矩 为 Fo(x)、M(x)。 由 于 分 布 荷载 的 作 上 
力 和 弯 矩 有 增 量 dFo(x) 和 dM(x)， 所 以 剪 力 为 Fo(x) + аҒо(х), SEA 

















x 截面 上 





























看 建立 前 

















dx 很 小 ， 作 
于 平衡 状态 。 
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在 它 上 面 














的 分 布 荷载 可 视 为 均 布 荷载 ， 








>» Fi 











于 整 

















个 梁 


6.17(a) 上 作用 有 分 布 荷载 g(x)， 荷 载 集 度 是 横 截面 位 置 x 的 函数 





在 x + dx 截面 上 











是 平衡 的 ， 该 微 段 


力 、 弯 和 矩 与 荷载 集 


， 如 


08 


М(х) + dM(x)。 因 为 





也 处 


6: ESAE 























平衡 方程 : (а) | Е 
УЕ,=0 Ех) + д(х)4х — [Е р(х) + 4Ео(х)] = 0 ШИЙ 
>M=0 Мо) + Роб) + вда -[М(х) + dM] =0 pi E 


略 去 方程 中 的 二 mit goa, 得 到 
(b) аб) 


ағ, (х) Falx). Folx)+dFo(x) 
= 40) (6-1) 
dx мо) ( М(х)+аМ(х) 


dM (x) 














= Роб) (6-2) 4а 
将 式 (6-2) 再 对 x 求 一 次 导数 ， 并 利用 式 (6-D)， 得 到 图 .6.17” 微 段 平衡 图 
EM (6-3) 
dx? 


式 (6-D 一 式 (6-3) 即 是 剪 力 、 弯 矩 和 分 布 荷载 集 度 之 间 的 微分 关系 。 其 几何 意义 如 下 。 

(D 前 力图 上 某 点 切线 的 斜率 等 于 该 点 对 应 的 分 布 荷 裁 集 度 (ИН. 

(2) 弯 矩 图 上 某 点 处 的 切 等 于 该 点 对 应 截面 上 的 剪 力 值 。 当 某 截 面 Fo = 0], 
MOLO, RESE PIERNA, 

G) 式 (6-3) 表 明 , HSEEE x KOU BORER. HSE АЯ 
由 ОЙЛЕ. ЖЫК ТРЕ ЕНИП, ENA q A ECARE 
水 平 、 竖 直 还 是 倾斜，4 ТАЕ М Ей, МЕ МЕЙ), 


/MAN 、 反 (9、9(9 之 间 的 微分 关系 在 绘制 内 力图 时 的 应 用 


1 绘制 各 条 外 力作 用 下 Fo, M 图 的 基本 规律 
式 (6C-D 一 起 (6.3) 阔 明了 前 力 、 弯 矩 和 荷载 集 度 之 间 的 关系 。 根 据 这 个 关系 ， 对 照 上 节 
的 例题 ， 并 设 x 轴 向 右 为 正 ， 到 向 上 为 正 、 向 下 为 负 ， 正 的 前 力 画 在 x MEI, ENS 
算 画 在 * 轴 下 方 ， 便 得 各 种 形式 荷载 作用 下 前 力图 和 普 逢 图 的 基本 规律 如 下 。 
(1) ЕА ИТЕ, нра) = 0。 由 Sa 人 = ду) = о пп, ВНШ? 
上 各 点 切线 的 斜率 为 0， 所 以 前 力图 是 一 条 平行 于 梁 轴 线 的 直线 ，Fa( 为 常数 ， 又 由 


DOL код) = 党 量 可 知 ， 该 和 当 宁 和 扰 上 各 点 切线 的 斜率 为 常量 ， 所 以 老年 图 为 斜 直线 。 



































































































可 能 出 现下 列 三 种 情况 。 
Едх) = 常数 ， 且 为 正 值 时 ，M 图 为 一 条 下 斜 直线 ， 
Рох) = 常数 ， 且 为 负 值 时 ，M 图 为 一 条 上 和 斜 直线 ; 
Рох) = 常数 ， 且 为 0 时 ，M 图 为 一 条 水 平 直线 。 



































O 梁 上 某 段 有 均 布 荷载 作用 ， 即 gco = C( 常 量 )。 由 于 АӨ) у= UIH 
HAAR. ао) > 0 时 (方向 向 上 )， 直线 的 斜率 为 正 ，Fo 图 为 上 和 斜 直 线 (与 * 轴 正 向 夹 锐角 ) 
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аб) <0 Оа К), BRRR Fo RN ЕЕН ОЗ x AE 
SFV, SERIK. #0. 








ШЕ 








4М(х) 
ах 








мзш Enim, EAO- go < 0(Fo 方 向 向 下 )， А 


图 ， 


的 大 小 。 


中 ， 


dr 





















































E 向 夹 钝 角 )。 
= ф(х) > 0(Fo 方 向 向 上 )， 





W M 图 为 向 下 凸 的 抛物 线 。 


























(3) 在 Fa=0 的 截面 上 (Fo 图 与 x 轴 的 交点 )， 弯 和 矩 有 极 值 (WM 图 的 抛物 线 达 到 顶点 )。 
(4) 在 集中 力作 用 处 ， 剪 力图 发 生 突变 ， 突 变 值 等 于 该 集中 力 
则 向 下 的 集中 力 将 引起 前 力图 向 下 突变 ， 相 反 则 向 上 突变 。 
而 发 生 转 向 (出 现 尖 角 )。 


9 大 小 。 若 从 左 向 右 作 
弯 算 图 由 于 切线 斜率 突变 





(5) 在 集中 力 偶 作用 处 ， 剪 力图 无 变化 ， 弯 矩 图 发 生 突变 ， 突 变 值 等 于 该 集中 力 偶 矩 








以 上 归纳 总 结 的 内 力图 规律 中 ， 前 两 条 反映 了 一 段 梁 上 内 力图 的 形状 ， 后 三 条 反映 了 
梁 上 某 些 特殊 截面 的 内 力 变化 规律 。 梁 的 荷载 、 剪 力图 、 弯 逢 图 之 间 的 相互 关系 列 于 表 6-2 





以 便 掌 握 、 记 忆 和 应 用 。 














#62 ИИ. УЕ. 弯 矩 图 相互 间 的 关系 
梁 上 外 力 情况 S Б В 
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т Ra М>0 
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YM pie 
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均 布 荷载 向 下 作用 x 
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集中 力作 用 在 集中 力作 用 截 
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在 集中 力作 用 截面 出 现 尖 角 
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续 表 









梁 上 外 力 情况 


集中 力 偶 作用 
м, 


在 集中 力 偶 作用 截面 突变 


М 





有 极 值 


2. 运用 简捷 作 图 法 绘制 前 力图 和 谊 矩 图 


根据 剪 力 方程 和 弯 矩 方程 作 Fo М 图 是 作 内 力图 的 基本 方法 。 当 梁 上 的 荷载 沿 梁 的 轴 
线 变 化 较 多 时 ， 根 据 内 力 方 程 作 图 将 变 得 十 分 烦琐 。 下 面 介绍 利用 AM、Fe 和 4 的 微分 关系 
得 出 的 若干 规律 作 内 力图 的 简捷 方法 。 

运用 简捷 作 图 法 绘制 内 力图 时 应 掌握 以 下 几 点 。 

(1) 计算 支 座 反 力 ， 并 将 支 座 反 力 的 实际 方向 和 数值 在 梁 的 计算 简 图 上 标 出 。 

(2) 在 集中 力作 用 截面 ，Fo 图 发 生 突变 ， 突 变 值 等 于 集中 力 的 数值 ， 突 变 的 方向 是 ， 
当 自 左 向 右 画 时 ， 突 变 的 方向 与 集中 力 的 方向 相同 ; 而 当 自 右 向 左 画 时 ， 突 变 的 方向 与 集 
中 力 的 方向 相反 。 

(3) 在 集中 力 偶 作 用 截面 ，F 图 不 变 ，M 图 发 生 突变 ， 突 变 值 等 于 集中 力 偶 的 力 偶 矩 
数值 ， 突 变 方向 是 ， 当 自 左 向 右 画 M 图 时 ， 顺 时 针 转 向 的 为 偶 使 M 图 向 下 突变 ( 即 由 负 弯 
和 矩 向 正 弯 方向 突变 ); 逆 时 针 转 向 的 力 偶 使 覆 图 向 上 突 当 (由 正 查 从 向 负 坦 从 方向 突变 ); 
而 当 自 右 向 左 画 М 图 时 ;突变 方向 则 相反 。 

(4) 计算 梁 上 各 段 特征 截面 的 Fa 值 与 M 值 .特征 截面 是 指 Fo 图 和 M 图 有 变化 的 截面 ， 
这 些 截 面 一 般 是 指 外力 有 变化 (包括 支 座 ) 的 截面 和 极 值 弯 窍 所 在 的 截面 。 

(5) 连接 各 控制 点 的 内 力 值得 到 Ро. МВ. 


/ 
> 应 用 案例 6-11 


WA 8 O Fo МВ. 
【 解 】(1) 计算 支 座 反 力 ， 并 标注 在 
Еру = 2.54а( М ), Ро = 0.54а( + ) 















































































































(2) 作 Fo 图 

按 步骤 从 左 到 右 分 段 作 出 Fo 图 ， 如 图 6.18 所 示 . 

第 一 步 : 因为 梁 上 4 处 有 集中 力 ga( 1 )，Fo 图 有 突变 ， 突 变 方向 与 集中 力 方向 相同 ， 
所 以 应 从 4 点 向 下 突变 qa, REAA 点 向 下 画 到 人 点 [图 6.18(b)]。 
第 二 步 : 因为 48 段 梁 上 无 荷载 ， 所 以 Fo 图 为 水 平 直线 ,Fo 图 从 名 点 水 平地 画 到 回 点 
[图 6.18(с)]. 
第 三 步 : 因为 处 有 支 座 反 力 Ев,=2.5да( 1 )，Fsy 是 集中 力 ，Fo 图 有 突变 ， 突变 的 方 
向 与 集中 力 Ез, 的 方向 相同 ， 所 以 Fo 图 从 加 点 向 上 突变 2.5ga， 从 回 点 向 上 画 到 @ 点 
[图 6.18(4)]. 
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第 四 步 : 在 BC 段 梁 上 94= 常数 ， 且 9g 向 下 ( 即 4<0)，FQ 图 为 下 斜 直线 。 该 下 斜 直线 
的 起 点 是 回 点， 终点 在 梁 的 右 端 (C 截面 处 )， 可 见 只 需求 出 梁 右 端 C 截面 处 的 剪 力 即 可 。 
为 此 , 求 C 截 面 左 截面 [图 6.18(a)] 的 前 力 Росе, 取 右 侧 的 梁 段 , 可 得 Foc =-Fo = -0.54а, 
于 是 在 Fo 图 上 得 到 @ 点 ，Fo 图 从 @@ 点 用 下 斜 直线 画 到 四 点 [图 6.18(е)]. 

第 五 步 : 因 C 截面 处 有 支 座 反 力 Fo = 0.5gqa( 1 )，Fcy 是 集中 力 ，Fo 图 将 有 突变 ， 即 
Fa 图 从 四 点 向 上 突变 0.5ga 画 到 С 点 [图 6.18(ї)]. 

这 样 ，Fo 图 从 水 平 基线 上 的 左 端 出 发 ， 从 左 到 右 ， 经 过 点 @@、 点 回 、 点 回 、 点 四 ， 最 
终 到 达 基 线 上 的 右 端 C 点 ，Fo 图 封闭 (从 零 出 发 回 到 零 )。 

(з) EME. 

按 步骤 从 左 到 右 ， 分 段 作出 M 图 ， 如 图 6.19 所 示 。 


















































F,=0.5qa 


Е»=2.5да Fo=0.5ga 





0.125ga2 


图 6.18 应 用 案例 6-11 778 图 6.19 应 用 案例 6-11 弯 矩 分 解 图 


第 一 步 : 在 梁 上 左 端 4 处 ， 无 集中 力 偶 ，M 值 在 该 处 为 0。 在 4B 段 梁 上 Fo = -да, 
Fa 值 为 负 常数 ， 故 M 应 为 上 斜 直线 。 刀 截面 为 特征 截面 ， 其 弯 矩 值 为 (截面 左 侧 的 所 有 内 
力 对 截面 形 心 取 矩 ): 

Ms=-(qa) x a = -qa 

于 是 ，M 图 从 4 点 用 上 和 斜 直线 画 到 中 点 [图 6.19(с)]. 

第 二 步 : 在 BC 段 梁 上 gq= 常数 <0, 所 以 M 图 应 为 下 凸 曲线 . 在 Fo=0 的 刀 截 面 处 ， 
M 图 有 极 值 Mp， 所 以 万 截面 为 特征 截面 ， 这 里 需 解决 两 个 问题 : 四 确定 Fe =0 的 万 截面 
位 置 ; @@ 计 算 刀 截面 的 弯 矩 值 Mb。 

ЖОЖ А 截面 的 距离 为 x，Fap 等 于 万 截面 左 侧 (或 右 侧 ) 所 有 外 力 的 代数 和 ， 并 
ARETO E 





























Fop=-qa +2.54а - qx- a) =0 
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х=2.5а 
Юр Ж ЖЕ WMp 等 于 刀 截 面 左 侧 (或 右 侧 ) 所 有 外 力 对 忆 截 面 形 心 取 和 矩 的 代数 和 ， 即 
Мь=-да * 2.5a + 2.5qa(2.5a - a) - 4(2.5а-а)* tesa -а)= 0.125да? 


Ет 





在 M 图 上 由 万 点 向 下 画 到 @@ 点 ， 其 弯 矩 值 为 0.125gaz[ 图 6.19(d)]。 

第 三 步 : 右 端 C 点 处 为 匀 支 座 ， 无 集中 力 偶 ， 故 Mc=0， 用 下 凸 曲线 连接 点 四 、 点 四 
和 C 三 点 [图 6.19(e)]。 

这 样 ，M 图 从 水 平 基线 上 的 左 端 4 出 发 ， 经 过 点 中、 点 四， 最 后 到 达 基 线 上 右 端 的 C 
点 ，M 图 封闭 (从 零 出 发 回 到 零 )。 

为 了 掌握 Fo 图 和 М 图 的 简捷 画 法 , 图 6.18 和 图 6.19 给 出 了 按 步骤 的 分 解 图 示 .。 显然 ， 
实际 作 图 时 ， 无 须 分 解 ， 可 以 直接 作出 (图 6.20). 


qa q 
(а) д 



























































Еһ=2.5да Fi=0.5ga 





0.125qa? 


图 6.20 应 用 案例 6-11 内 力图 
/ 
> 应 用 案例 6-12 


运用 简捷 作 图 法 作 如 图 6.21 所 示 外 伸 梁 的 Fo、M 图。 
【 解 】(1) 计算 支 座 反 力 。 











Ел, = 8КМ( t), Fo=20KN( t ) 
根据 粱 上 的 荷载 作用 情况 ， 应 将 梁 分 为 4B、BC 和 CD 三 段 作 内 力图 。 
(2) EHH Fo. 
按 步骤 从 左 到 右 ， 分 段 作出 Fe 图 ， 如 图 6.21 Ж. 
ABR: 梁 上 无 外 载 作 用 ，Fo 图 为 一 水 平 直线 ， 根 据 Fore =Fh=8kN(f)， 从 4 点 向 
上 8kN; 然后 作 水 平 线 至 B 点 ， 即 可 画 出 Fa 图。 在 妃 截 面 处 有 集中 力 已 = 20kN( 41),， 作 
Fa 图 由 + 8kN 向 下 突变 到 -12kN[ 突 变 值 为 (12 + 8)kN = 20kN = F]. 
BCR: 梁 上 无 荷载 ，Fo 图 为 一 条 水 平 线 ， 根 据 Fuss=Pw-F=(8-20)kKN=-12kN， 
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可 画 出 该 水 平 线 。 在 C 截面 处 有 支 座 反 力 集中 力 Ес = 200 1), (Е Fo 图 由 -12kN 向 上 突 
变 到 + 8kN[ 突 变 值 为 (12 + 8)kN = 20kN = Fo]. 

CDR: 梁 上 分 布 荷载 9 = 常数 <0，Fo 图 为 下 斜 直线 ， 根 据 Fucs= Pu -FF+Fc=(8- 
20+20)kN=8kKN 及 Fap=0 可 画 出 该 斜 直线 。 

全 梁 的 Fa 图 如 图 6.21(b) 所 示 。 

(3) Ема. 

АВ Ж: g=0，Fa = 常数 > 0，M 图 为 一 条 下 和 斜 直线 。 根据 My=0 及 Msg= Fax2=(8x 
2)kKN • m=16kN ° m {F H AB М. 

BCR: g=0，FQ = 常数 <0，M 图 为 一 条 上 和 斜 直线 。 根 据 Ms= 16kN • m Ж Мс=Е, 
4-20x2=-8kKN。m 作 出 BC 段 M 图 . 

CD R: q= 常数 <0，M 图 为 一 条 下 凸 抛物线. 由 Mc=-8KN wm 及 Mp=0 可 作出 CD 
BME. 

全 梁 的 MAA 







































































6.21(c) 所 示 。 

















图 6.21 应 用 案例 6-12 


А 特别 提示 


Fa 图 、M 图 自 左 端 到 右 端 或 从 右 端 到 左 端 必须 封闭 ， 若 不 封闭 则 作 图 过 程 肯定 有 误 。 
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EJA АН ЗП НН. AIRE: 由 几 种 荷载 共同 作用 所 引起 的 某 
参数 ( 反 力 、 内 力 、 应 力 、 变 形 ) 等 于 各 种 荷载 单独 作用 时 引起 的 该 参数 值 的 代数 和 。 运 用 
县 加 原理 画 弯 矩 图 的 方法 称 为 一 加 法 。 
RIMAE SERNER E: @ 将 作用 在 梁 上 的 复杂 荷载 分 成 几 组 简单 荷载 ， 分 别 画 
出 梁 在 各 简单 荷载 的 弯 矩 图 (其 间 ERRE; аео ч шш ЕЛЫ 
矩 图 相应 的 纵 坐 标 代数 相 加 ， ШЕШ ЕИ 27 
例如 ， 在 图 6.22 中 ， ЖЕНЕШЕ Е. 4 共 RERET Aa ke а 分 别 单独 
作用 下 的 弯 矩 图 的 登 


EAT, рә 


ЕЊаВ/2 FI т 
M Шш... 
| M Е | 
ма |0 


86.22 Жат 
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L 应 用 案例 6-13 


外 伸 梁 受 力 如 图 6.23 所 示 ， 已 知已 = 20kN，M= 1003 • т, RA AIEE RNS EA. 
F M м Е 


4m 4m | 3m, 4ш 4ш 


SKN T em 
ШШЕ Е 


= 


не т 





图 6.23 应 用 案例 6-13 


【 解 】 先 将 梁 上 荷载 分 解 为 两 种 简单 荷载 : 集中 力 FF 和 集中 力 偶 M， 分 别 画 出 F М 
单独 作用 下 的 弯 矩 图 ， 再 将 两 个 计算 图 对 应 点 4、B、C、DD 的 纵 坐 标 秋 加 。 
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ВЛЕ 5: Ma=0, Mc= (ЕА – 10/2)kN • т = 35КМ • т, Mg =-10kN • т, 
Mp = -10КМ т. Ж Е#Ю 4 Жл Й, FEAA AABE Ваау 


Ж, ан = 353 • т, 


тах 


























A 应 用 案例 6-14 
外 伸 梁 受 力 如 图 6.24 所 示 ， 已 知 下 = 10kN，g = 5kN/m， 试 用 释 加 法 作 梁 的 弯 矩 图 。 





4m 4m 4m 4m 


e 


40КМ * т 





6.24 ”应 用 案例 6-14 


[#1 E 6.24 中 各 点 的 弯 矩 值 为 ; 
=0; Ме= (4Ё/8 30/2)kN * m=(40- 15)KN +m = 25kN * m; 
Ms=-Fxa=-10x3kN* m=-30kN • m; Mp=0. 
连 线 时 应 注意 AB Вне, BERAT ORAR, BD 段 无 均 布 荷载 ， 弯 矩 图 为 
直线 ,得 |M|, =30KN • т. 


max 


























Z 应 用 案例 6-15 
简 支 粱 受 力 如 图 6.25 所 示 ， 已 知 F=20kN, Р = 30КМ, WA ЖЛ ЖШ ЖЕ. 
Е F, F, F, 
Е С D В Аё D 4 
+ aa HIW 




















WW -` 
28kN • m \\| 36kN • m 
44КМ + т 


图 6.25 ”应 用 案例 6-15 图 


[N 9625 中 各 点 的 弯 矩 为 : 
M4=0; Mc=(abF;/1+ 1 х 36/3К)М * m = (16 + 12)КМ * т =28kN • т 


Mp = (abF>/l+ 1 х 16/3)KN * m = (36 + 8)КМ • m=44kN * m; Ms=0 
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ЖЕЕ ЖЯ ДЕЛ. ЖЕШ ДЕЕ БОЕ К & RTENE ERM, 
44kN • т. 

【案例 点 评 】 

弯 矩 图 得 加 是 指 各 对 应 截面 的 弯 矩 数值 代数 相 加 ， 并 非 指 几何 图 形 的 拼合 . 
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多 路 静 定 梁 的 组 成 和 特点 


多 跨 静 定 梁 是 由 若干 单 跨 梁 用 贸 连 接 而 成 的 静 定 结构 ， 用 来 跨越 几 个 相连 的 跨度 。 如 
图 6.26(a) 所 示 为 一 用 于 公路 桥 的 多 跨 静 定 梁 ,- 图 6.26(b) 为 其 计算 简 图 。 

从 几何 组 成 上 看 ， 多 跨 静 定 梁 的 特点 是 : 组 成 整个 结构 的 各 单 跨 梁 可 以 分 为 基本 部 分 
和 附属 部 分 两 类 。 结 构 中 凡 本 身 能 独立 维持 几何 不 变 的 部 分 称 为 基本 部 分 。 需 要 依靠 其 他 
部 分 的 支承 才能 保持 几何 不 变 的 部 分 称 为 附属 部 分 。 例 如 如 图 6.26(b) 所 示 的 多 跨 静 定 梁 ， 
АВ 和 CD 都 由 三 根 支 座 链 杆 固定 于 基础 ,它们 不 依赖 其 他 部 分 就 能 独立 维持 自身 的 几何 不 
变性 ， 所 以 是 基本 部 分 ;而 -BC 支承 于 基本 部 分 之 上 ， 它 必须 依靠 基本 部 分 才能 保持 几何 
不 变性 ， 所 以 是 附属 部 分 。 为 了 清楚 地 表明 多 跨 静 定 梁 各 部 分 之 间 的 支承 关系 ， 常 把 基本 
部 分 画 在 下 层 六 附属 部 分 画 在 上 层 ， 如 图 6,26(c) 所 示 ， 这 样 的 图 称 为 层 伙 图。 
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6.26 多 跨 静 定 梁 图 


151 


A 
A 
ПП erzem 


从 传 力 关系 来 看 ， 多 跨 静 定 梁 的 特点 是 作用 于 基本 部 分 的 荷载 ， 只 能 使 基本 部 分 产生 
支 座 反 力 和 内 力 ， 附 属 部 分 不 受 力 ， 而 作用 于 附属 部 分 的 荷载 ， 不 仅 能 使 附属 部 分 本 身 产 
生 支 座 反 力 和 内 力 ， 而 且 能 使 与 它 相 关 的 基本 部 分 也 产生 支 座 反 力 和 内 力 [图 6.26(d)]。 通 
常情 况 下 ， 把 结 点 荷载 当 作 作用 在 基本 部 分 上 。 


多 跨 静 定 梁 的 内 力 分 析 


根据 附属 部 分 和 基本 部 分 的 传 力 关系 知 ， 多 跨 静 定 梁 的 计算 顺序 应 该 是 先 附属 部 分 ， 
后 基本 部 分 。 这 样 可 以 顺利 地 依次 求 出 铵 结 点 处 的 约束 反 力 和 各 支 座 反 力 ， 不 必 解 联 立 方 
程 。 而 每 取 一 部 分 为 分 离 体 进行 计算 时 [图 6.26(d)]， 都 与 单 跨 梁 的 情况 无 异 ， 故 其 反 力 计 
算 和 内 力图 的 绘制 均 应 无 困难 。 

下 面 是 计算 多 跨 静 定 梁 和 绘制 其 内 力图 的 一 般 步 又 。 

(1) 分 析 各 部 分 的 固定 次 序 ， 和 弄 清楚 哪些 是 基本 部 分 ;哪些 是 附属 部 分 ， 然 后 按照 与 
固定 次 序 相反 的 顺序 ， 将 多 跨 静 定 梁 拆 成 单 跨 梁 。 

(2) 遵循 先 附 属 部 分 后 基本 部 分 的 原则 ， 对 各 单 跨 梁 逐一 进行 反 力 计算 ， 并 将 计算 出 
的 支 座 反 力 按 其 真实 方向 标 在 原 图 上 。 在 计算 基本 部 分 时 应 注意 不 要 遗漏 由 它 的 附属 部 分 
传 来 的 作用 力 。 

(3) 根据 其 整体 受 力图 ， 利 用 剪 力 :… 弯 和 矩 和 荷载 集 度 之 间 的 微分 关系 ， 再 结合 区 段 车 
加 法 ， 绘 制 出 整个 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 。 


< 应 用 案例 6-16 


试 作 如 图 6.27(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 
【 解 】 此 梁 的 固定 次 序 为 先 4C， 后 CE, 前 者 为 基本 部 分 ， 后 者 为 附属 部 分 。 层 赫 图 如 
图 6.27(b) 所 示 ;、 计 算 时 将 它 拆 成 如 图 6.27(c) 所 示 的 两 个 单 跨 梁 。 
(1) 计算 约束 反 力 。 
先 计 算 附 属 部 分 。 由 
>Mc=0 即 (Fp,x4-80xOkKN. m=0 

































































得 Рь= 5056, =120kN( t ) 
> Mop=0 即 (Fo x 4-80 х 2)kN m=0 
得 Ео= 092 KN = 40031) 
将 Ро, ЖЕ ACRE CARER F. 
再 计算 基本 部 分 。 由 
ZF=0 
得 Fa=0 


> Mi=0 即 (Еву х 8 – 40 х 10)kN • m + 10 x 8 x 4kN • т – 64kN * m=0 
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M=64kN • m q=10KN/m 


F=80kN 





kN 











F=80kN 


FoF40kN Еу=120к№ 


(4) 





(с) 
МЇ (КМ + т) 


图 6.27 应 用 案例 6-16 图 


_40х10—10х8х4+64 

„те шев не 

>Ms=0 即 (Еух8-40х2)КМ+т-10х8х4КМ * m- 64kN * m=0 

_40х2+10х8х4+64 
8 


得 Ез, КМ = 18kN( { ) 


得 Ry kN = 58kN( 1) 


校 核 : 由 整体 平衡 条 件 
PLF, =(58 -10 x 8-18 + 120 - 80)kN =0 
知 计算 过 程 无 误 。 
(2) 绘制 内 力图 。 
将 整个 梁 分 为 48、BD、DE ZR, НЕРВ С 处 不 是 外 力 的 不 连续 点 ， 故 不 必 将 它 
选 为 分 段 点 。 
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ШАЛ ДІС НИЖА), RAREN N 7] A 


Fost = 58KN 

Fogz = (58 – 10 х 8)kN = -22kN Гов = (58 – 10 х 8 – 18)КМ = -40kN 
Еорғ = (80 – 120)КМ =-40kN Fops = 80kN 

Forz = 80КМ 


据 此 绘 得 剪 力 图 ， 如 图 6.27(d) 所 示 。 其 中 АВ ЎЛА ЕЕ А 点 5.8т. 
由 内 力 计 算法 则 ， 得 各 段 两 端的 杆 端 弯 矩 和 АВ 段 弯 矩 的 极 值 Mr 为 
M4=-64kN • m 
М» = (764 + 58 x 8 – 10 х 8 x 4)KN • m = 80kN • m 
Mp =-80 х 2kN • т =-160kN • m 
Ms=0 


Me=(-64+58x5.8-10x58x $E] iN * m=104.2kN • m 


据 此 绘 得 弯 矩 图 ， 如 图 6.27(e) 所 示 。 其 中 АВ 段 因 有 的 布 荷载 ， 故 需 在 直线 弯 矩 图 (图 
中 的 虚线 ) 的 基础 上 簿 加 相应 简 支 梁 在 跨 间 荷 载 作用 下 的 弯 矩 图 。 

由 本 例 可 见 ， 多 跨 静 定 梁 的 弯 矩 图 必 通 过 中 间 较 的 中 心 。 实际 上 ， 由 于 匀 结 点 只 能 传 
递 轴 力 和 剪 力 ， 不 能 传递 弯 矩 ， 所 以 中 间 匀 处 弯 矩 一 定 为 零 。 


Z 应 用 案例 6-17 


试 作 如 图 6.28(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 的 内 力图 。 

СЛАВ 梁 为 基本 部 分 。CF 梁 虽 只 有 两 根 竖 向 支 座 链 杆 与 地 基 相 连 ， 但 在 竖 向 荷载 作 
用 下 它 能 独立 维持 平衡 ， 故 在 坚 向 荷载 下 它 为 二 基本 部 分 。 层 赫 图 如 图 6.28(b) 所 示 。 分 析 
应 先 从 附属 部 分 iBC | 梁 开始 ， 然 后 再 分 析 :4B 深 和 CF R., 各 段 梁 的 分 离 体 图 如 图 6.28(с) 
所 示 。 

(1) 计算 约束 反 力 。 

因 粱 上 只 承受 竖 向 荷载 ， 由 整体 平衡 条 件 可 知 水 平反 力 为 零 ， 从 而 可 推 知 各 匀 结 处 的 
水 平 约束 反 力 都 为 零 ， 全 梁 均 不 产生 轴 力 。 求 出 BC 段 梁 的 竖 向 反 力 后 ， 将 其 反 向 即 为 作 
用 于 基本 部 分 的 荷载 。 其 中 АВ RER B 处 除 承受 梁 BC 传 来 的 反 力 5kN( 4 ) 外 ， 尚 承受 有 
原作 用 在 该 处 的 荷载 4kN( | )。 至 于 其 他 各 约束 反 力 的 数值 均 标明 在 图 中 ， 无 须 再 行 说 明 。 

(2) 绘制 内 力图 。 

将 整个 梁 分 为 48、BG、GD、DH、HE、EF KR, HPP ER С 处 不 是 外 力 的 不 连 
续 点 ， 故 不 必 将 它 选 为 分 段 点 。 

由 内 力 计算 法 则 (直接 由 外 力求 内 力 规律 )， 得 各 段 两 端的 杆 端 剪 力 为 






























































Боде = 9КМ 

Еов = OkN Foss = (9 – 4)КМ = 5КМ 

Еовк = (9 – 4)КМ = 5КМ Facs=(9-4- 10)kN=-SkN 

Fop# = (9 -4 - 10)КМ = -5kN Fops=(9-4- 10 + 7.5)КМ = 2.5kN 


Еон= (9 - 1 - 10 + 7.5)КМ = 2.5КҸ 
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Fogs = (6 x 2-21.5)KN=-9.5kN Ко =6 x 2KN = 12kN 
For=0 
据 此 绘 得 前 力图 ， 如 图 6.28(d) 所 示 。 


4kN токм 


(а) 





(0) 


(е) 


(9 





图 6.28 ` 应 用 案例 6-17 图 
由 内 力 计 算法 则 ， 得 各 段 两 端的 杆 端 弯 矩 为 
М =-18kN • т 
Мв=0(Ф[ #&Җ., Ф218, ЖЕЎ Ж) 
Mc=(9x4-18-4x2)kN • m= 10kN * m 
Mp=(9x8-18-4 x6- 10 х 4)kN • m=-10kN • m 
My = (21.5 x2- 6 x 4x 2)kN • m=-5kN • m 
МкЕ=-6 х2 х 1kN • т = -12kN • m 
Mr=0 

据 此 绘 得 弯 矩 图 ， 如 图 6.28(e) 所 示 。 其 中 HE 段 因 有 均 布 荷载 ， 故 需 在 直线 弯 矩 图 (图 
中 的 虚线 ) 的 基础 上 枉 加 相应 简 支 梁 在 跨 间 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 。 


2 应 用 案例 6-18 


如 图 6.29(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 , 全 长 承受 均 布 荷载 9, 各 跨 长 度 均 为 1. 欲 使 梁 上 最 大 正 、 
ЕНЕНЕ, ИХЕ В. ЕНЕ. 
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6.29 ”应 用 案例 6-18 


【 解 】 先 分 析 附 属 部 分 ， 后 分 析 基 本 部 分 [图 6.29(Ъ)]. Ж В E С 点 的 距离 为 x， 则 截 
面 C 的 弯 矩 绝对 值 为 














м.-4@=® ү, ак 
2 2 2 
由 三 加 法 和 对 称 性 可 绘 出 弯 矩 图 的 形状 如 图 6NR. BA ЖИКА 
即 发 生 在 截面 C: 方 处。 现在 来 分 析 全 梁 的 最 大 正 弯 矩 发 生 在 何 处 。CD 段 梁 的 最 大 正 弯 矩 
ЖЕКЕ РАШ С 处 ， 其 值 为 














м-®-- Mc 
而 4C RRP ANE EA 
СТИ Me 
M= =- 
H 8 2 


可 见 Mn> Мс. 而 在 АС 段 粱 中 ， 最 大 正 弯 矩 还 不 是 Mm Mæ АВ 段 中 点 处 的 Mi， 亦 即 
М> Mu。 因而 M> Mc。 因 此 ， 全 梁 的 最 大 正 弯 矩 即 为 M/， 其 值 为 


м,=4@—® 
8 
按 题 意 要 求 ， 应 使 MI = Mc， 从 而 得 
90-х) _ 4х 
БЕВ 
整理 后 ， 有 刀 -6r+P=0 
由 此 解 得 x=(G-2V2)1=0.17161 


( 另 有 一 个 根 为 x= (3 +2 V2 )1， 因 与 题 意 不 合 ， 故 不 取 ) 并 可 求 得 
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*б6= ESAE 





qP = 0.0858gP 





ШЕЕ: 
及 м-%—- Mc = 0.0392gP 
如 果 将 本 例 中 的 三 跨 静 定 梁 改 为 三 个 跨度 为 1 的 简 支 梁 [ 图 6.29(d)], 由 图 可 知 前 者 的 最 
大 弯 矩 值 要 比 后 者 的 小 31.3%。 这 是 由 于 在 多 跨 静 定 梁 中 布置 了 伸 臂 梁 的 缘故 ， 它 一 方面 
减 小 了 附属 部 分 的 跨度 ， 另 一 方面 又 使 得 伸 臂 上 的 荷载 对 基本 部 分 产生 负 齐 矩 ， 从 而 部 分 
抵消 了 跨 中 荷载 所 产生 的 正 弯 矩 。 因 此 ， 多 跨 静 定 梁 与 多 跨 简 支 梁 相 比较 有 弯 矩 小 且 分 布 
较 均匀 ， 因 而 在 材料 用 量 上 较 省 的 优点 ， 缺 点 是 中 间 匀 处 构造 比较 复杂 ， 且 车 基本 部 分 被 
破坏 ， 则 支承 于 其 上 的 附属 部 分 也 将 随 之 倒塌 。 


Ў 特别 提示 


结 点 荷载 通常 按 作用 在 基本 部 分 上 处 理 。 























刚 架 的 组 成 和 特点 


刚 架 是 由 直 杆 ( 梁 和 柱 ) 组 成 的 具有 刚 结 点 的 结构 。 刚 架 的 几何 组 成 特点 是 具有 刚 结 点 。 

刚 架 由 于 具有 刚 结 点 ， 所 以 在 变形 和 受 力 方面 有 以 下 特点 。 

(1) 变形 特点 一 一 在 刚 结 点 处 各 杆 不 能 发 生 相 对 转动 ， 因 而 各 杆 之 间 的 夹 角 始终 保持 
不 变 。 

(2) 受 力 特 点 一 一 刚 结 点 可 以 承受 和 传递 穹 逢 ， 因 而 刚 架 中 弯 矩 是 主要 内 力 。 

刚 架 由 于 有 弯 矩 分 布 比较 均匀 、 内 部 空间 大 、 比 较 容易 制作 等 优点 ， 所 以 在 工程 中 得 
到 广泛 的 应 用 。 图 6.30 是 一 例 由 TT 形 刚 架构 成 的 多 跨 静 定 刚 架 公路 桥 。 


а ае" 
2, С 


图 6.30 ”多 跨 静 定 刚 架 公路 桥 示 意图 
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当 刚 架 各 杆 的 轴线 都 在 同一 平面 内 且 外 力也 可 简化 到 此 平面 内 时 ， 称 为 平面 刚 架 。 平 
面 刚 架 可 分 为 静 定 的 和 超 静 定 的 两 类 .常见 的 静 定 平 面 刚 架 有 悬臂 刚 架 (如 图 6.31 所 示 站 台 
雨 篷 )、 简 支 刚 架 ( 如 图 6.32 所 示 渡 槽 的 横向 计算 简 图 ) 和 三 铵 刚 架 (如 图 6.33 所 示 屋 架 )。 本 
节 只 讨论 静 定 平面 刚 架 。 


xX 1: 2 水 泥 砂 浆 

































































图 6.31 悬臂 刚 架 简 支 刚 架 图 图 6.32” 简 支 刚 架 图 图 6.33 = 


静 定 平面 刚 架 的 内 力 分 析 及 内 力图 


静 定 刚 架 的 内 力 计算 方法 原则 上 与 静 定 粱 相同 ”其 分 析 的 步骤 如 下 。 
(1) 计算 反 力 := 由 整体 或 部 分 的 平衡 条 件 求 出 支 座 反 力 或 铵 结 处 的 约束 反 力 。 
(2) 分 段 :, 将 所 有 外 力 不 连 续 的 点 (集中 为 、 集 中 力 偶 的 作用 点 ， 分 布 荷载 的 起 、 终 点 ) 
及 刚 架 的 所 有 结 点 作为 分 段 点 ， 把 刚 架 分 为 若干 杆 段 。 
(3) 计算 杆 端 内 力 : 将 每 段 杆 看 作 梁 ， 用 截面 法 (或 内 力 计算 法 则 ) 计 算 各 杆 端 截 面 的 
内 力 。 
(4) 作 内 力图 : 根据 各 杆 端 截面 内 力 逐 杆 绘制 内 力图 (必要 时 运用 区 段 车 加 法 )。 
中 ， 计 算 杆 端 内 力 是 较为 关键 的 一 步 。 
刚 架 各 杆 的 杆 端 内 力 有 弯 矩 、 剪 力 和 轴 力 三 个 分 量 。 在 刚 架 中 ， 剪 力 和 轴 力 的 正 负 号 
规定 与 梁 相 同 ， 剪 力图 和 轴 力 图 可 绘制 在 杆 件 的 任 一 人 出， 但 必须 标明 正 负 号 。 弯 矩 则 通常 
不 统一 规定 正 负 号 (在 具体 算 题 时 可 根据 需要 临时 设 定 )， 只 规定 弯 窍 图 的 纵 距 应 画 在 杆 件 
的 受 拉 一 侧 而 不 标注 正 负 号 。 为 了 绘制 内 力图 方便 ， 通 常 要 求 在 每 个 杆 端 弯 矩 的 最 终 计算 
结果 后 面 用 括号 标明 杆 件 的 哪 一 侧 受 拉 。 
为 了 明确 地 表示 刚 架 上 不 同 截面 的 内 力 ， 尤 其 是 为 区 分 汇 交 于 同一 结 点 的 各 杆 端 截 面 
的 内 力 ， 使 之 不 致 混淆 ， 在 内 力 符号 后 面 引 用 两 个 下 脚 标 : 第 一 个 表示 内 力 所 属 截面 ， 第 
个 表示 该 截面 所 属 杆 件 的 另 一 端 。 例 如 ，Muse 表 示 АВ 杆 4 mRNS, Forc MRR 
АС 杆 4 端 截面 的 前 力 ， 等 等 。 
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22 应 用 案例 6-19 
试 作 如 图 6.34(a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 








q=2KN/m 
m 
Е 
Е 
А 
2m 
M 
ЧЕ, (ау (b) (с) 
B с 4 
4 Fom=4kN 
5 Mx=4kKN © т 
Mp AKN * т 
及 图 /kN Fu =4kN 
4 
(4) (е) 


8 6.34 ”应 用 案例 6-19 图 


EIOD 计算 支 座 反 为 ( 荐 辟 刚 架 此 步 亦 可 省 略 , 此 时 只 能 从 自由 端 往 里 计算 杆 端 内 力 )。 
考虑 整体 平衡 x 由 


у Е,= 0, 得 Fw=2x2kN=4kN(1) 
> Mi=0， 4 M4=2x2x IKN * m=4kN • m 





(2) 绘制 弯 矩 图 。 
由 内 力 计算 法 则 ， 杆 端 弯 矩 

Мав = АКМ • т ( 左 侧 受 拉 ) 

Ms4 = 40 • т ( 左 侧 受 拉 ) 

Мус= 2 х 2 х 1КМ • т = 403 • п (Б 0) 
Мев= 0 
根据 上 列 各 值 绘 得 M 图 ， 如 图 6.33(b) 所 示 。 其 中 BC 杆 因 有 均 布 荷载 ， 需 在 直线 弯 矩 
图 (如 图 中 虚线 所 示 ) 上 再 簿 加 相应 简 支 梁 在 跨 间 荷 载 作用 下 的 弯 和 矩 图 。 

(3) 绘制 前 力图 。 
НАЛЯ], Жа 























Еодв =0, Fosa =0 
Еовс= 2 х 203 = АКМ, Росв = 0 
根据 上 列 各 值 绘 得 Fo 图 ， 如 图 6.34(c) 所 示 。 
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(4) 绘制 轴 力 图 。 
由 内 力 计算 法 则 ， 杆 端 轴 力 
Fyag=-4kN, Fyga=-4kN 


Psec=0，Fhce=0 
根据 上 列 各 值 绘 得 RN 图， 如 图 6.34(d) 所 示 . 


(5) 校 核 。 
验算 结 点 是 否 平衡 。 根据 内 力图 在 结 点 B 的 分 离 体 各 截面 上 标 出 所 有 内 力 的 数值 和 


方向 [图 6.34(e)]， 因 
2F=0 


У6=4-4=0 
> Mi=4-4=0 
































故 计算 无 误 。 
/ 
22 应 用 案例 6-20 


试 作 如 图 6.35(a) 所 示 刚 架 的 内 力图 。 
(a) 














6kN/m 


4m 





48kN * m 


® p (e) cH) 9% m 
所 图 kN 12 
144КМ • т 


[ 
24kN——> 22kN 
[0] 
© 7 
24kKN а 








22kN 





6.35 ”应 用 案例 6-20 图 


[IO 计算 支 座 反 力 。 此 为 一 简 支 刚 架 ， 反 力 只 有 三 个 ， 考 虑 刚 架 的 整体 平衡 。 
由 > 及 =0 可 得 Е = 6 х 8KN = 48kN(—) 
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20x3+6x8x4 


由 > Mi =0 可 得 Ру KN=42kN(1) 
由 》 及 =0 可 得 Fy=(-20+ 42)kN =22kN( 4 ) 


(2) 2917Ж. 
作 弯 矩 图 时 应 逐 杆 考虑 。 首 先 考 虑 CD Ж, ЗУР, КАЗЫШ ЫЧ ИЕ 
绘 出 。 其 C 端 弯 矩 为 
Mcp=6x4x2kN。m=48kKN。m ( 左 侧 受 拉 ) 
其 次 考虑 CB 杆 。 该 杆 上 作用 一 集中 荷载 ， 可 分 为 CE 和 EB 两 无 荷 区 段 ， 用 内 力 计算 
法 则 求 出 各 杆 端 截 面 的 弯 矩 如 下 : 














Msg=0 
Mers = Мұс = 42 х ЗКМ • т = 126КМ • т (Т) 
Mce = (42 х 6-20 х 3)КМ * т = 192КМ • т (下 侧 受 拉 ) 
ЖЕШ РЗ Е Н Ж, НЕЕ. 
最 后 考虑 АСАЖ. Ж ЖАЯА ЙЕЛ], ТАКВА ЖЕНЕ. №, ЖЖ 
BAAT 56: 
Млс= 0, Мел = (48 х 4-6 х4 х 2)КМ * т = 144kN • m ( 右 侧 受 拉 ) 
这 里 Mc4 是 取 截面 C 下 边 部 分 为 分 离 体 算 得 的 。 将 两 端 弯 矩 绘 出 并 以 直线 相连 ， 再 于 
此 直线 上 释 加 相应 简 支 梁 在 均 布 荷载 作用 下 的 弯 矩 图 即 成 。 
由 上 所 得 整个 刚 架 的 弯 矩 图 , “ 恕 图 6:35(b) 所 示 。 
(3) 绘制 前 力图 。 
由 内 力 计 算法 则 ， 各 杆 端 剪 力 为 
Fopc=0, Focp=6x4kN=24kN 
Еовк = Fogs =-42kN, ЕЁокс= Facs=(-42+20)kN = -22kN 
Ёолс = 48КМ, Foca = (48-6 х 4)КМ = 24kN 
Ж Е 248 Fo 图 ， 如 图 6.35(c) 所 示 。 
(4) 绘制 轴 力 图 。 
由 内 力 计 算法 则 ， 各 杆 端 轴 力 为 
Ёзрс = Ехср = 0, Еувс = Ехсв = 0, Fyac = Fyca = 22КМ 
根据 上 列 各 值 绘 得 FN 图， 如 图 6.35(d) 所 示 。 



















































































内 力图 作出 后 应 进行 校 核 。 对 于 弯 矩 图 ,通常 是 检查 刚 结 点 处 是 否 满足 力矩 平衡 条 件 。 

例如 ， 取 结 点 C 为 分 离 体 [图 6.35(e)]]， 有 
> Mc= (48-192 + 144)kN + m=0 

可 见 这 一 平衡 条 件 是 满足 的 。 

为 了 校 核 剪 力图 和 轴 力 图 的 正确 性 ， 可 取 刚 架 的 任何 部 分 为 分 离 体 检查 >, 天 = 0 和 
DF =o 的 平衡 条 件 是 否 得 到 满足 .例如 ， 取 结 点 C 为 分 离 体 [图 6.35(D]， 有 

УЕ, = (24-24)КМ =0 

和 DLF, = (22-22)kN =0 
故 知 此 结 点 投影 平衡 条 件 无 误 。 
































161 


A 
-e 
ПП 8928-0 


СА 应 用 案例 6-21 














试 作 如 图 6.360) T ERAR А А 27 


10kN/m 

















图 6.36 应 用 案例 6:21 图 
【 解 】(1) 求 反 力 。 由 刚 架 整体 平衡 ，》 Мь= 0 48 
к= x 10%4x6kN =30kN(1 ) 
由 > 及 =0 得 
Ев, = 10 x 4KN-F = (40-30)kN = 10kN( t ) 
再 取 刚 架 右 半 部 分 为 分 离 体 ， 由 > Mc=0 得 
有 x Fn x4- x 10 x 4kN = 6.67kN(—) 
又 考虑 刚 架 整体 平衡 ， 由 УА =0 可 得 
Ел, = 6.67KN(—) 
(2) ЕЖЕН. АРС, ЖЖЖИ ЛЕ 
Mpc=-6.67 x 4KN • т =-26.7KN * m (外 侧 受 拉 ) 
Mcp=0 
连 以 直线 (虚线 )， 再 壹 加 简 支 梁 的 弯 矩 图 ， 杆 中 点 的 弯 抵 为 
(рона -1х267) ч = m = (20-13.35)КМ • т = 6.65КМ • m (内 侧 受 拉 ) 








ЖААЛ ТХ. РЕ 6.3606). 
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值得 指出 ， 凡 只 有 两 杆 汇 交 的 刚 结 点 ， 若 结 点 上 无 外 力 偶 作用 ， 则 两 杆 端 弯 矩 必 大 小 
相等 且 同 侧 受 拉 ( 即 同 使 刚 架 外 侧 或 同 使 刚 架 内 侧 受 拉 )。 本 例 刚 架 的 结 点 万 或 结 点 玖 
[图 6.36(c)] 就 属 这 种 情况 。 

(3) 作 剪 力图 及 轴 力 图 。 以 DC 杆 为 例 ， 由 截面 法 求 出 其 两 端的 剪 力 和 轴 力 分 别 为 
Fopc= Есова —F nsina "(зо 26.67 ==] KN = 23.8kN 


\5 J5 
К 2 1 
Focp= -Евусоѕа – Евхѕіпа -(-0 х кт 6.67 =) KN = 11.9КМ 


А 1 2 
Еурс = -Fasing -Faxcosa -(-з х E 一 6.67x 4) KN =-19.4kN 


А 1 2 
Fyen = Евуѕіпо —Fgxcosaæ С = 6.67х +] КМ =-1.5К№ 














然后 分 别 连 以 直线 。 其 余 各 杆 同 理 可 求 得 . 前 力图 和 轴 力 图 分 别 如 图 6.36(d)、(e) 所 示 。 

静 定 刚 架 的 内 力 分 析 ， 不 仅 是 其 强度 计算 的 依据 下 而 且 是 位 移 计 算 和 分 析 超 静 定 刚 架 
的 基础 ， 尤 其 是 弯 矩 图 的 绘制 ， 以 后 应 用 很 广 ， 它 是 本 课程 最 重要 的 基本 功 之 一 ， 务 必 通 
过 足够 的 习题 切实 掌握 。 绘制 弯 矩 图 时 ， 若 能 熟练 掌握 以 下 几 点 ， 则 可 以 不 求 或 少 求 反 力 
而 迅速 绘 出 弯 矩 图 。 

(1) 结构 上 若 有 巧 辟 部 分 或 简 支 梁 部 分 ( 含 两 端 匀 结 直 杆 承受 横向 荷载 ), WAA ET 
直接 绘 出 ， 

(2) 刚 结 点 处 力矩 应 平衡 

(3) 贸 结 点 处 车 无 集 中 力 偶 作用 ， 弯 矩 必 为 零 。 

O 饺 结 点 处 若 无 集 中 力作 用 ， 弯 和 矩 图 切线 的 斜率 不 变 。 

(5) 无 荷载 的 区 段 弯 矩 图 为 直线 。 

(6) 有 均 布 荷载 的 区 段 ， 弯 矩 图 为 二 次 抛物 线 ， 抛 物 线 的 凸 向 与 均 布 荷载 的 指向 一 致 

(7) ZARR. 

(8) 外 力 与 杆 轴 重 合 时 不 产生 弯 矩 ， 外 力 与 杆 轴 平 行 及 外 力 偶 产生 的 弯 矩 为 常数 






































A 应 用 案例 6-22 
试 作 如 图 6.37(a) 所 示 刚 架 的 弯 矩 图 。 
【 解 】 由 刚 架 的 整体 平衡 条 件 >,F.=0 可 得 水 平反 力 
Е, = SkN( 一 ) 

此 时 无 须 再 求 两 坚 向 反 力 已 可 绘 出 刚 架 的 全 部 弯 矩 图 . 因为 反 力 Pu, 与 竖 杆 4C 的 轴线 
重合 ， 由 截面 法 可 知 ( 取 该 杆 任 意 截面 以 下 部 分 为 分 离 体 来 看 )，Fs 无 论 多 大 都 不 会 对 АС 
杆 产 生 弯 矩 。 同 理 ， 反 力 Fg, 对 BD 杆 的 弯 矩 也 不 会 产生 影响 。 因此 该 两 竖 杆 的 弯 矩 图 已 可 
作出 [图 6.37(b)]。 然 后 ， 根 据 结 点 C 的 力矩 平衡 条 件 [图 6.37(c)] 可 得 

Мер = 20kN，m( 上 侧 受 拉 ) 
再 考虑 结 点 DD 的 力矩 平衡 [图 6.37(d)]， 可 得 
Mpc = (30 + 10)КМ • т = 400 • m (上 侧 受 拉 ) 
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图 6.37 应 用 案例 6-22 


至 此 ， 横 梁 CD 两 端的 弯 矩 都 已 求 得 ， 故 其 弯 矩 图 可 用 区 段 簿 加 法 绘 出 ， 如 图 6.37(b) 
所 示 


(Ма, 特别 提示 


单 刚 结 点 处 落 无 集中 力 偶 作 用 ， 则 两 杆 端 这 矩 数 值 必定 相等 ， 且 受 拉 端 在 同一 侧 。 






































БЕ Ж 

1， 拱 的 特点 
Га] [а] 拱 是 杆 轴线 为 曲线 并 且 在 竖 向 荷载 作用 下 会 产生 水 平 推力 的 结构 。 所 
日 谓 水 平 推力 ， 是 指 方向 指向 拱 内 的 水 平 支 座 反 力 。 拱 在 工程 中 有 很 广泛 的 



































回 应 用 。 在 公路 工程 中 ， 拱 桥 是 基本 的 桥 型 之 一 。 如 图 6.38(a) 所 示 为 一 三 贸 
【参考 图 文 】 拱 ， 图 6.38(b) 是 它 的 计算 简 图 。 
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图 6.38 ”拱桥 示意 图 





拱 的 特点 是 在 竖 向 荷载 作用 下 支 座 处 


























х 


有 无 水 平 推力 是 拱 和 梁 的 基本 区 昂 








有 水 平 推力 ”内 力 以 轴 向 压力 为 主 。 在 竖 向 荷载 
。 如 图 6.39 所 示 的 两 个 结构 ， 虽 然 它们 的 杆 轴 都 

















线 ， 但 图 6.39(a) 所 示 结构 因 В 端 可 以 沿 水 平方 向 自由 移动 ， 在 竖 向 荷载 作用 下 不 产生 
“推力 ， 其 任 一 横 截面 上 的 弯 算 与 相应 简 支 梁 对 应 截面 的 弯 矩 相同 ， 所 以 它 不 是 拱 而 是 








一 根 曲 梁 。 如 图 6.39(b) 所 示 结 构 则 由 于 两 端 都 有 水 平方 向 的 约束 ，4 端 和 В 端 都 不 可 能 沿 








平方 向 向 外 移动 ， 所 以 在 坚 向 荷载 作 

















内 各 截面 的 弯 矩 要 比 相 应 的 曲 梁 或 











主 或 单纯 受 压 的 结构 * 因此， 拱 可 以 用 抗 
石 、 混 凝 土 等 来 建造 这 是 拱 结构 的 主要 








因而 要 求 比 梁 具有 更 为 坚固 的 基础 或 


下 有 水 平 推力 ， 属 于 拱 结构 。 由 于 水 平 推力 的 存 
简 支 梁 的 弯 矩 小 得 多 ， 这 使 拱 成 为 一 种 以 受 压 为 
压强 度 较 高 而 抗 拉 性 能 较 差 的 廉价 材料 ， 如 砖 、 
优点 。 拱 的 主要 缺点 也 正在 于 支 座 要 承受 水 平 推 
支承 结构 ( 墙 、 柱 、 墩 、 台 等 )。 














(a) 梁 式 结构 


(b) 拱 式 结构 


图 6.39 梁 式 结构 和 拱 式 结构 示意 图 


2.， 拱 的 分 类 
拱 的 分 类 方法 较 多 ， 这 里 仅 介绍 几 种 








常用 的 分 类 方法 。 
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(1) ВН, TAIERE, ТУСЕ БОЕ ЭКЕА 6.40(a)、(b) 和 (c)]。 


< Уук yY 


(а) B (b) ЕА (а) = 
图 6.40 HAREA 

(2) 按 计算 方法 ， 可 分 为 静 定 拱 和 超 静 定 拱 两 类 。 

无 铵 拱 和 两 铵 拱 属于 超 静 定 拱 。 三 铵 拱 是 静 定 拱 。 在 公路 工程 中 ， 三 匀 拱 多 用 于 空腹 
式 拱 上 建筑 的 腹 拱 ， 有 时 也 用 于 地 质 条 件 较 差 的 拱桥 的 主 拱 : 

有 时 ， 在 拱 的 两 支 座 间 设 置 拉杆 来 代替 支 座 承受 水 平 推力 ， 使 其 成 为 带 拉 杆 的 拱 
[图 6.41(a)]。 这 样 在 竖 向 荷载 作用 下 支 座 就 只 产生 竖 向 反 为 ， 从 而 消除 了 推力 对 支承 结构 
的 影响 。 为 了 使 拱 下 获得 较 大 的 净空 ， 有 时 也 将 拉杆 做 成 折线 形 的 [图 6.41(b)]。 

(З) 按 扫 身 构造 ， 可 分 为 实体 拱 币 架 拱 丙 类、 

当 拱 身 为 实体 截面 时 ， 称 为 实体 拱 ， 如 图 .6.42(a) 所 示 。 它 通常 用 砖 、 石 、 混 凝 土 或 钢 
筋 混 凝 土 筑 成 。 若 拱 身 为 机 架 所 构成 ， 则 称 为 析 架 拱 ， 如 图 6.42(b) 所 示 。 它 通常 用 钢材 或 



























































钢筋 混凝土 建造 。 
(a) 实体 拱 
(b) # ЖШ 
(b) 
图 6.41 拉杆 拱 的 类 型 图 图 6.42 ”实体 拱 和 栓 架 拱 示 意图 


(4) 按 拱 轴 线 ， 可 分 为 圆 弧 拱 、 抛 物 线 拱 和 悬 链 线 拱 等 。 
本 节 只 讨论 实体 三 匀 拱 的 计算 。 
其 项 ридер 





3. 拱 的 各 部 分 名 称 


拱 的 各 部 分 名 称 如 图 6.43 所 示 。 拱 身 各 横 截面 
形 心 的 连 线 称 为 拱 轴线 。 拱 的 两 端 支 座 处 称 为 拱 趾 。 
l Өл 两 拱 中 之 间 的 水 平 距离 称 为 拱 的 跨度 。 ЖЕБЕ DEER 
路 度 / 直线 称 为 起 拱 线 。 拱 轴线 上 最 高 的 一 点 称 为 拱 项 。 拱 
顶 至 起 拱 线 之 间 的 竖 直 距离 称 为 拱 高 , ЖЕБЕ ЖЫК 























图 6.43 拱 的 各 部 分 名 称 
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ССН ЗЕРРЕ КК. SRR ERRE йыры КНН. RAS 
跨度 之 比 称 为 矢 跨 比 或 高 跨 比 。 常 将 矢 跨 比 大 于 或 等 于 1/5 的 拱 称 为 陡 拱 ， 矢 跨 比 小 于 1/5 
的 拱 称 为 坦 拱 。 两 拱 趾 在 同一 水 平 线 上 的 拱 称 为 平 拱 ， 不 在 同一 水 平 线 上 的 拱 称 为 斜 拱 或 


坡 拱 。 





本 书 以 竖 向 荷载 作 








用 下 的 平 拱 为 例 ， 来 说 明 三 铵 拱 的 反 力 和 内 力 的 计算 方法 。 


三 较 拱 的 支 座 反 力 计算 


三 铵 拱 的 两 端 都 是 固定 匀 支 座 ， 共 有 四 个 未 知 反 力 [图 6.44(a)]， 故 需 列 四 个 平衡 方程 


RUT. ZR 


架 支 座 反 力 计算 方法 相同 ， 除 了 取 全 拱 为 分 离 体 可 建立 三 个 平衡 方 


程 外 ， 还 需 取 左 ( 或 右 ) 半 拱 为 分 离 体 ， 以 中 间 铵 С 为 矩 心 ， 根 据 平衡 条 件 > Mc = 0 建立 一 
IRH. 


个 方程 ， 从 而 求 出 所 有 








86.44 = А55) Ш 
























































首先 考虑 全 拱 的 整体 平衡 ， 由 》 Ms = 0 可 得 
Ful-Fibi- РЬ = 0 
可 得 左 端 支 座 的 竖 向 反 力 为 
Fysta, -之 名 (а) 
同 理 ， 由 > Ма = 0 可 得 右 端 支 座 的 竖 向 反 力 为 
Fy 22а ® 
站 =0 可 得 
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A 
A 
ПП ersam 


Far= Ев; = F; (с) 
再 取 左 半 拱 为 分 离 体 ， 由 > Mc=0 有 
Еһ - Е - а) -Faf =0 
/得 Te ð 
考察 式 (a) 和 式 (b) 的 右边 ， 可 知 其 恰 等 于 相应 简 支 梁 [图 6.44(b)] 的 支 座 竖 向 反 力 Fy, 和 
Fy, ， 而 式 (d) 右 边 的 分 子 则 等 于 相应 简 支 梁 上 与 拱 的 中 间 贸 处 对 应 的 截面 C ПОН МР, 
因此 可 将 以 上 各 式 写 为 























z| 





























Fy =Fy (6-4) 


© f 
式 (6-4) 可 知 ， 推 力 及 等 于 相应 简 支 梁 截 面 C 的 弯 矩 M2 除 以 拱 高 f。 当 荷载 和 拱 的 
跨度 1 一 定时 ，M4 即 为 定 值 。 若 再 给 定 拱 高 f, 则 推力 及 即 可 确定 。 这 表明 三 铵 拱 的 反 力 
只 与 荷载 及 三 个 铵 的 位 置 有 关 ， 而 与 各 铵 间 的 拱 轴 线形 状 无 关 。 当 荷载 及 拱 跨 不 变 时 ， 推 
J .将 与 拱 高 1 成 反比 ，f 越 大 即 拱 越 陡 时 А АКИ: Бе, f 越 小 即 拱 越 平坦 时 F. 越 大 。 
若 [= 0， 则 及 = ою, ШЕ а-а Е, ЖРМ. 
三 匀 拱 的 内 力 计算 WN 


ай 





















支 座 反 力 求 出 后 应 用 截面 法 即 可 求 出 拱 身 任 一 横 截 面 上 的 内 力 。 任 一 横 截 面 天 的 位 
置 可 由 其 形 心 的 坐标 去 y》 和 该 处 拱 轴 切 线 的 倾角 9 确定 [图 6.45(a)]。 截 面 的 内 力 可 分 解 为 
弯 矩 WMk、 剪 力 Fak( 沿 拱 轴 法 线 方向 作用 ) 和 轴 力 Fxx( 沿 拱 轴 切线 方向 作用 ) 三 个 分 量 。 下面 
分 别 讨论 这 三 个 内 力 分 量 的 计算 。 





1. БӘЙ 
弯 矩 的 符号 ， 通 常规 定 以 使 拱 内 侧 纤维 受 拉 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 取 АК 段 为 分 离 体 
图 6.45(b)]， 




















> Mke=0， Fax- Ё\ү(хк— ар) – Fyr- Мк= 0 





得 截面 K SEA 








Мк = [Faxr Ёү(хк— а1)] - Бук 
于 Fw=F,， 可 见方 括号 内 的 值 恰 等 于 相应 简 支 梁 [ 图 6.45(c)] 截 面 K 的 弯 矩 Mx ， 所 以 


上 式 可 改写 为 

















Мк=мК -Fyr 
即 拱 内 任 一 截面 的 弯 矩 ， 等 于 相应 简 支 梁 对 应 截面 的 弯 矩 减 去 由 于 拱 的 推力 Fe Т 1 Е 25 
ЯН Fyx。 由 此 可 知 ， 由 于 推力 的 存在 ， 三 贸 拱 的 弯 和 矩 比 相 应 简 支 梁 的 弯 矩 要 小 。 
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图 6.45、 拱 K 横 截面 内 力 计算 图 


2. ўз 

剪 力 的 符号 ， 规 定 以 绕 所 取 分 离 体 顺 时 针 转 动 者 为 正二 反之 为 负 。 取 АК 段 为 分 离 体 ， 
将 其 上 各 力 向 截面 玉 切线 方向 r 投 影 [图 6.45(b)]， 由 平衡 条 件 
УЕ,=0, Fox + Еусоѕрк +.Еѕіпрк — Едусоѕрк = 0 
即 得 截面 K 09977 





























Кок = (Fay = Е)соѕфк – Е,ѕіпфк 
式 中 (Fw i) 等 于 相应 简 支 梁 在 截面 K ERBIJ о ， 故 上 式 可 改写 为 
Еок = Ку, соз, - Е,ѕіпфк 
其 中 ，gxk 的 符号 在 图 示 坐 标 系 中 左 半 拱 取 正 号 ， 右 半 拱 取 负 号 。 

3， 轴 力 的 计算 
因 拱 常 受 压 ， 故 规定 轴 力 以 压力 为 正 ， 拉 力 为 负 。 W АК 段 为 分 离 体 ， 将 其 上 各 力 向 
截面 K 的 法 线 方向 n 投影 [图 6.45(b)]， 由 平衡 条 件 
УЕ,=0, Fyg + Еѕіпфк — Есоѕрк — Fysingg = 0 
即 得 截面 的 轴 力 

















SH 




















Fyg= (Fø Ё\)зїпрк + Еусоѕфк 
ТЕ, Е) = Ере, ЕЗ У 
Fy =F Singx + Е,соѕфк 
其 中 ，gx 的 符号 在 左 半 拱 取 正 号 ， 右 半 拱 取 负 号 。 
综 上 所 述 ， 三 贸 平 拱 在 竖 向 荷载 作用 下 的 内 力 计算 公式 可 写 为 
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A 


Щщ 
ПП esras 


Mx =M; -Fyk 
F yp = Ку COS Øg — F, Sin Øp 


(6-5) 


Ек = Fog sin Øg + F, COS Øk 
2006-5) Ц, Е рУ ERES RREAK, mR AE 




















轴线 的 形状 有 关 。 





/ 
一 应 用 案例 6-23 
试 作 如 图 6.46(a) 所 示 三 接 拱 的 内 力图 ， 拱 轴 为 抛物 线 ， RARA y= 37). 























14kN/m 
50kN 


(a) 








Е 
5 
L 
H 
50.25kN 50.25kN 
75.5KN 
(b) 


(c) 





(d) 


图 6.46 应 用 案例 6-23 图 


EIOD 计算 支 座 反 力 。 
根据 式 (6-4) 得 
Fp =F? 本 kN=75.5kN(1) 
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#6= =] 





Fp, =F? = LAEKA ESONI N= 585kNC1 ) 
0 
及 -AN 50.25КМ(——) 


(2) 绘制 内 力图 。 

求 出 支 座 反 力 以 后 ， 即 可 按 式 (6-5) 计 算 各 截面 的 内 力 。 为 了 绘制 内 力图 ， 通 常 将 拱 跨 
若干 等 分 (如 8 等 分 )， 列 表 ( 表 6-3) 进 行 计算 。 在 算出 各 个 截面 的 M、Fo 和 Fna, 8 
可 据 此 绘制 弯 矩 图 、 剪 力图 和 轴 力 图 [图 6.46(b)、(c)、(d)]。 这 些 内 力图 是 以 水 平 线 为 基线 
绘制 的 (也 可 以 拱 轴线 为 基线 绘制 )。 

ATHAR 6-3， 下 面 以 截面 1( 离 左 端 支 座 1.5m 处 ) 和 截面 6( 离 左 端 支 座 9m 处 ) 为 例 ， 
来 说 明 内 力 的 具体 计算 过 程 。 

据 题 意 知 拱 轴 线 方程 为 


ye -4 4 012- DZA X) 


























由 此 可 得 
-DAO 
tanp =z A x) 
截面 1 的 横 坐 标 xi = 1.Sm， 代 入 以 入 两 式 可 求 得 其 纵 坐 标 加 和 tanpi 的 值 为 


24 = 全 (2-15m- 1.7Sni 


7 
їапф\ Ny 1 


表 6-3 三 铵 拱 的 内 力 计算 










FÈ MI(KÑ2 m) 
kN M 


FolkN 
-Fy М Fcosp-Fxsing Fo 






FN/KN 


{арр sinp coso F’ si 
о SINP Fxcosy Ем 














“||| | l- EE 
了 
З 









































据 此 可 得 pi=45"， 于 是 


ѕіпф = cosg; = 0.707 
МЕ (6-5), ХНИ. В АТАУ 
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A 
A 
ПП 928-0 


Mi=M? -Fy -|(7ssx1s-14x1sx 旦 )-s025x17s]in em 


= (97.5 - 87.9)kN • m =9.6kN • m 
Ед = Бб cosp, - Fsing, = [(75.5 — 14 x 1.5) x 0.707 - 50.25 x 0.707]kN 
= (38.5 - 35.5)kN = 3.0КМ 
Fyi =F} sing, + Ёусозф\ = [(75.5 — 14 x 1.5) x 0.707 + 50.25 x 0.707]kN 
= (38.5 + 35.5)KN = 74.0kN 
同 理 计 算 截面 6。 因 xs= 9m， 故 


02-9m=3m 


tangs = 了 (6 - 9) = -0.667 


P6 =-33.7° 
sings = -0.555, соѕф =0.832 
截面 6 上 有 集中 荷载 作用 ， 该 力 两 侧 的 剪 力 和 轴 力 不 相等 (Fe 图 和 Fy 图 在 集中 荷载 处 
有 突变 )， 应 分 别 计算 。 由 式 (6-5) 得 
M6=M -Fo6=[(75.5X9-14x6x6)-50.25x3]kN。m 
= (175.5 ~ 150.8)КМ • m = 24.7КМ • т 
Foss = Къ COSp, — Е,ѕзіпре = [075.5 – 14 х 6) х 0.832 — 50.25 х (-0.555)]КМ 
= (-7.1 + 27.9)КМ = 20.8kN 
Fyi = Ер соз ф = Ё,ѕіпфу = [(75.5 - 14 х 6 – 50) х 0.832 - 50.25 х (-0.555)]КМ 
= (-48.7 + 27.9)КМ = -20.8kN 
Ев = Бу Sin g, + Fecospe = [075.5 = 14 х 6) х (0.555) + 50.25 х 0.832]kN 
= (4.7 + 41.8)КМ = 46.5КМ 
Еу = Бу Sin g, + Е,соѕф = [(75.5 - 14 х 6 - 50) х (0.555) + 50.25 х 0.832]kN 
= (32.5 + 41.8)КМ = 74.3kN 
其 他 各 截面 的 计算 方法 同上 。 
比较 表 6-3 中 各 项 数值 可 以 看 出 ， 拱 的 弯 矩 M 比 相应 简 支 梁 的 弯 矩 M 要 小 得 多 ， 拱 
的 剪 力 Fo 也 相对 较 小 ， 而 拱 的 轴 力 Ру 则 很 大 。 


Ма, 特别 提示 


拱 的 内 力主 要 以 轴 力 为 主 ， 受 压 为 正 ， 这 是 因为 拱 在 大 多 数 情形 下 承受 压力 而 非 拉力 。 





светена 


1. 合理 拱 轴线 的 概念 
由 前 已 知 ， 当 荷载 及 三 个 匀 的 位 置 给 定时 ， 三 贸 拱 的 反 力 就 可 确定 ， 而 与 各 贸 间 拱 轴 




















*б6= ESAE 











线形 状 无 关 ; Ир 7 ЕВЕР ЭС. а ЕТА ЖИЕ ЯЛЕ 32у РДЕ 
明 ， 从 而 前 力也 为 零 ) 而 只 有 轴 力 时 ， 截 面 上 的 正 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 材 料 能 得 到 最 充分 的 
利用 。 从 力学 的 角度 来 看 ， 这 是 最 经 济 的 ， 所 以 我 们 把 在 已 知 荷载 作用 下 拱 截 面 上 只 有 轴 
各 压力 的 拱 轴 线 称 为 合理 拱 轴线 。 
合理 拱 轴线 可 根据 弯 矩 为 零 的 条 件 来 确定 。 在 竖 向 荷载 作 ， 三 铵 平 拱 任 一 截面 的 
弯 矩 可 由 式 (6-5) 的 第 一 式 计算 ， 故 合理 拱 轴 线 方程 可 由 下 式 求 得 

М(х) = Мх) - Еу= 0 








































































































(6-6) 


式 (6 OJETE RETARA F ARERI 一 般 方程 。 它 表明 合理 拱 轴 线 的 纵 坐标 
Шр Пп эк ЕЕЕ ЯН, А ЖИНДИБИ ЗЕ ЖШ 
方程 ， 然 后 除 以 推力 ， 即 得 合理 拱 轴线 方程 。 

2， 几 种 常见 的 合理 拱 轴线 


Ту 竖 向 均 布 荷载 作用 下 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 
/ 
“> 应 用 案例 6-24 


试 求 如 图 6.47(a) 所 示 对 称 三 匀 拱 在 坚 向 均 布 荷载 g 作 用 下 的 合理 拱 轴 线 (已 知 跨度 为 1， 
高 度 为 内。 
































(b) 


图 6.47 应 用 案例 6-24 图 
【 解 】 相 应 简 支 梁 [ 图 6.47(b)] 的 弯 矩 方程 为 
01-8221 
м ЗЫ 3 401 х) 


由 式 (6-4) 求 得 水 平 推力 为 
1 
pM adl 
ТОТ 8 


于 是 根据 式 (6-6) 得 合理 拱 轴线 方程 为 
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A 


A 
ПП (=i) 


1 
_м° 3®0-2) _4/ 
у Е ШЕТИН Р (1-х) 
8f 
EETA, ERPE ВИЕ T AEE R А Иа. 
2) BARREA FERA ER 


<2 应 用 案例 6-25 


试 求 如 图 6.48(a) 所 示 三 贸 拱 在 垂直 于 拱 轴 线 的 均 布 荷载 (如 水 压力 ) 作 用 下 的 合理 拱 
轴线 。 
【 解 〗 本 题 为 非 坚 向 荷载 。 假 定 拱 处 于 无 弯 矩 
Ө 状态 ， 然 后 根据 平衡 条 件 推 求 合理 拱 轴线 的 方程 。 
为 此 ， 从 拱 中 截取 一 微 段 为 分 离 体 [图 6.48(b)]， 设 
ВЕ БИЕ. ЛЮ, БАЖ 
A Bop” ЕыйпКу+АРу. Шу, Mo=0 有 
Еур - (Fy + dFy)p =0 





























Кн 式 中 为 微 段 的 曲率 半径 ， 由 上 式 可 得 
ағу = 0 
9) 由 此 可 知 有 瓜 = 常数 


再 沿 s 一 s 轴 写 出 投影 方程 有 
> е. = 0, 250 -арар =0 





因 4p 角 极 小 ， ЖГ зш 7-97, 于 是 上 式 变 为 





图 6.48“ 应 用 案例 6-25 图 
НА, ЖОЛ, 
р -全 -常数 
上 述 结果 说 明 ， 三 匀 拱 在 径 向 均 布 荷载 作用 下 的 合理 拱 轴线 为 圆 弧 线 。 
3) 填料 荷载 作用 下 三 铵 拱 的 合理 拱 轴线 


FN-qpo =0 





























922 应 用 案例 6-26 


试 求 如 图 6.49 所 示 对 称 三 匀 拱 在 拱 上 填料 重量 作用 下 的 合理 拱 轴线 . 拱 上 荷载 集 度 按 
а=ас+уу 变化 ， 其 中 gc 为 拱 顶 处 的 荷载 集 度 ，7 为 填料 容重 。 
【 解 〗 根 据 现在 的 坐标 系 ， 式 (6-4) 第 一 式 成 为 
М= МЕУ) 

















由 M=0 有 
у- у= 


х 
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6: ESAE 




















图 6.49 应 用 案例 6-26 图 


本 题 由 于 荷载 集 度 а 随 拱 轴线 纵 坐标 了 而 变 ， 而 了 尚 属 未 知 , АН Ж ЖЕЛ 
# M 亦 无 法 事先 写 出 ， 因 而 不 能 由 上 式 直 接 求 出 合理 拱 轴线 方程 :为 此 ， 将 上 式 两 边 分 别 
对 x 求 导 两 次 得 











_dy_1 Фм" 
d? F, dr 
根据 直 梁 M 和 Fo 之 间 的 微分 关系 ， a -XJ NAE 
dy Na А 
w Е (67 


AREAREN o, ЖАКУ EA EARE Вр НА 
#. 
对 于 本 例 ， 将 94= gcd уу 代入 式 (6-7)， 可 得 


{у м NE 

AER- Е 
Фет. WERTERA 

ФУ у= 

dx“ F, 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 ， 它 的 通 解 可 用 双 曲 线 函 数 表 示 为 
у = AshKx + ВсһКх— 4с 
у 
上 式 中 的 常数 4 和 B 可 由 下 列 边界 条 件 确 定 : 
当 x=0 时 , у=0, #в=4 
у 
X x=0 H}, у'= АсһКх + ВКХ = 0, 得 4=0 
于 是 可 得 合理 拱 轴线 的 方程 为 


у= (сһКх-1) 
7 


这 表明 ， 三 贸 拱 在 填料 荷载 作用 下 的 合理 拱 轴线 为 莽 链 线 。 
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A 
A 
— M emsa 


0 概述 
З L аА 


【参考 图 文 】 梁 和 刚 架 是 以 承受 弯 矩 为 主 的, 横 截面 上 主要 产生 非 均匀 分 布 的 弯 此 
应 力 ， 其 边缘 处 应 力 最 大 ， 而 中 部 的 材料 并 未 充分 利用 如 图 6.50(a) 所 示 。 杭 架 是 由 若干 
杆 件 在 每 杆 两 端 用 铵 连接 而 成 的 结构 。 当 各 杆 的 轴线 都 在 同一 平面 内 ， 且 外 力也 在 这 个 平 
内 时 ， 称 为 平面 析 架 。 在 平面 析 架 的 计算 简 图 [图 6.50tb)] 中 ， 通 常 引用 如 下 假定 。 

(1) 各 结 点 都 是 无 摩擦 的 理想 铵 。 

(2) ФИ ХЕШ, ЭШЧЕ ЛУ. 

(3) 荷载 和 支 座 反 力作 用 在 结 点 上 ;得 各 杆 的 自重 忽略 不 计 。 
4 Е F F F F F F 

























































































(а) (b) 
6.50 ” 梁 和 平面 析 架 示意 图 


在 符合 上 述 假定 的 理想 条 件 下 , 相 架 各 杆 将 只 承受 轴 力 ,截面 上 的 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 
材料 能 够 得 到 充分 利用 。 因 而 与 梁 相 比 ， 术 架 的 用 料 较 省 ， 并 能 跨越 更 大 的 跨度 。 

桥架 多 用 钢材 、 木 材 或 钢筋 混凝土 制作 ， 在 桥梁 、 房 建 和 水 工 等 结构 中 广泛 应 用 。 实 
际 的 析 架 一 般 并 不 完全 符合 上 述 理想 枯 架 的 假定 (图 6.51)。 例 如 ， 结 点 具有 一 定 的 刚性 ， 
有 些 杆 件 在 结 点 处 可 能 连续 不 断 ;， 各 杆 轴线 无 法 绝对 平 直 ， 结 点 上 各 杆 的 轴线 也 不 一 定 完 
全 交 于 一 点 ; 荷载 不 一 定 都 作用 在 结 点 上 ; 等 等 。 因 此 ， 实 际 枯 架 在 荷载 作用 下 ， 杆 件 将 
产生 弯曲 应 力 ， 并 不 像 理 想 条 件 下 只 产生 均匀 分 布 的 轴 向 应 力 。 但 科学 实验 和 工程 实践 表 
明 ， 结 点 刚性 等 因素 对 栓 架 内力 的 影响 一 般 说 来 是 次 要 的 。 因 此 ， 可 以 将 图 6.51(a)、(b) 分 
别 简化 为 如 图 6.51(c)、(d) 所 示 的 计算 简 图 。 按 照 这 种 计算 简 图 所 求 得 的 内 力 称 为 克 架 的 主 
为 力 。 由 于 实际 情况 与 上 述 假定 不 同 而 产生 的 附加 内 力 称 为 析 架 的 次 内 力 。 这 里 只 讨论 主 
为 力 的 计算 。 
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«А25. ар. 


(с) (4) 


В 6.51 格 架 实例 及 计算 简 图 





2， 析 架 各 部 分 的 名 称 

HERAB А ДРА 6.52 所 示 。 其 上 边 的 杆 件 称 为 上 弦 杆 ;下 边 的 杆 件 称 为 下 弦 杆 ， 
上 下 弦 杆 统称 为 弦 杆 。 连 接 上 弦 和 下 弦 的 杆 件 统 称 为 腹 杆 , -其 中 竖 直 的 称 为 竖 杆 ， 倾 斜 的 
称 为 斜 杆 。 桥 架 两 端的 杆 ， 若 是 竖 杆 称 为 端 紧 杆 ， 若 为 斜 杆 则 称 为 端 斜 村 。 弦 杆 上 相 邻 两 
结 点 间 的 距离 称 为 节 间 。 两 支 座 间 的 水 平 距离 称 为 跨度 、 支 座 连 线 至 相 架 最 高 点 的 距离 称 
为 梅 高 。 


ЕЎ EHT ЕҤ 








86.52 М2 9402 
3. 析 架 的 分 类 
1) 按照 析 架 的 外 形 分 类 
平行 弦 析 架 [ 图 6.53(aj]， 多 用 于 桥梁 、 吊 车 梁 和 托 架 梁 等 。 
Эта 6.53(b)]， 多 用 于 较 大 跨度 的 桥梁 和 工业 与 民用 建筑 。 
三 角形 桐 架 [ 图 6.53(c)]， 多 用 于 民用 房屋 建筑 。 
2) 按照 竖 向 荷载 是 否 引起 水 平 推力 分 类 
FEMTE 6.33(a)、(b)、(c)]]， 在 竖 向 荷载 作用 下 只 产生 竖 向 支 座 反 力 的 桥架 。 梁 式 
HTE УЕ HEJKA 
ВЕТЕР 6.53(d)], ТЕЛЕГЕН РЕ КР ЭА Б GEKTAR. HERH 
ЖЫЯ ИЕЛИК. 
3) 按照 桥架 的 几何 组 成 分 类 
简单 析 架 [图 6.33(a)、(b)、(cj]， 由 一 个 贸 结 三 角形 依次 增加 二 元 体 所 组 成 的 柏 架 。 
联合 术 架 [图 6.53(d)、(ej]， 由 几 个 简单 柚 架 ， 按 几何 不 变 体系 的 基本 组 成 规则 连 成 的 
ж. 
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~- 0 
ПП #*»=®=ш 














FIRMIE 6.5300], PERR ЕЖЕ АН ВАНТ АЕ, ЖКУ ЫЕ 


NI ЇЙ, а 


р, абы, 099 


结 点 法 
1， 方 法 概 壕 
ШҮ, 

лей л; ВИЛЛИ. 

法 求解 。 因 为 作用 于 任 一 


点 法 ， 就 是 取 桥 架 的 乡 


6.53” 术 架 的 分 类 图 


告 点 为 分 离 体 ， 利 用 各 结 点 的 静 力 平衡 条 件 来 计算 杆 件 Е 
一 般 来 说 ,- AETH EHTE О РУ AISCE ART 
结 点 的 各 力 (包括 荷载 、 支 座 反 力 和 杆 件 内 力 ) 组 成 一 个 平 








以 




















ШГАР 


力 系 ， 就 每 一 结 点 列 出 两 个 平衡 方程 式 :、》 =0，》 = 0。 设 析 架 的 结 点 数 为 j， 杆 件 


ROH b, SERER r W 
Ж 773 b+r ARR FEKT А ЕН У = 27 – 


共 可 列 出 2 个 独立 的 平衡 方程 ， 
b-r=0, WEH b+r=2j 





而 需求 解 的 各 杆 内 力 和 支 


即 未 知 数 的 数目 恰 与 方程 的 数目 相等 。 因 此 ， 所 有 内 办 和 支 座 反 力 都 可 用 结 点 法 解 出 。 


但 是 ， 在 实际 计算 中 ， 
用 结 点 法 才 是 方便 的 。 结 点 法 
ЕТ: 
架 时 ， 可 先 由 
去 ， 即 可 





内 力 时 ， 
2. 应 用 技巧 


1) HIRERE 


只 有 当 所 取 结 点 上 的 未 知 力 不 超过 两 个 且 可 以 独立 解 算 时 ， 
适用 于 简单 枯 架 的 内 力 计 算 。 因 为 简单 枯 架 是 从 一 个 基本 
和 发 依次 增加 二 元 体 所 组 成 ， 其 最 后 一 个 结 点 只 包含 两 根 杆 件 。 
结构 的 整体 平衡 条 件 求 出 支 座 反 力 ， 然 后 从 最 后 一 个 结 点 开始 ， 依 次 倒 算 回 
顺利 地 求 得 所 有 各 杆 的 内 力 。 
在 计算 析 架 内 力 时 ， 通 常规 定 ， 杆 件 受 拉 时 ， 轴 力 符号 为 正 ， 反 之 为 负 。 
一 般 先 假定 其 为 拉力 ， 如 计算 结果 为 正 ， 则 表示 杆 件 受 拉 ; 


Fs 的 利用 


应 


хт 


在 解 算 未 知 
反之 则 杆 件 受 压 。 


在 建立 平衡 方程 时 ， 经 常 需要 把 拉杆 的 轴 力 Fy 分解 为 水 平分 力 Еу, 和 竖 向 分 力 Ру,» 





如 图 6.54 所 示 。 
角形 的 比例 关系 可 得 














利用 这 个 比例 关系 式 ， 








可 以 很 简便 地 由 Ру 直接 














直接 推算 出 Fv， 而 无 须 使 用 
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今 设 斜 杆 48 的 杆 长 为 /， 相 应 的 水 平 投影 为 4， 








三 角 函 数 进行 计算 。 


推算 出 Fu 和 Ру, 


竖 向 投影 为 1,， 由 相似 三 


(6-8) 





或 者 














Fux 和 Fyy 





#6= =] 


Fy 


(a) 





图 6.54 瓜分 解 图 


22 应 用 案例 6-27 
试用 结 点 法 计算 如 图 6.5$(a) 所 示 顶 架 各 杆 的 内 力 。 











B +60 D +60 Е 
Е 
& 
ISKN 
Fy 
Fo For 
Еа -| 20kN 
чо е | F Fyn E 
БА i Fyi > 20kN 
Еа 7 ~ 
15KN Бук Fyer Ù ISKN 
15KN 15kN 
(b) (с) (4) 
Бы Fus ЗОКМ Fiun 
Fon D 6OKN Fy c 40kN > 120КЮМ_В И 
чё | Е. 20KN  120kN 120kN -Te ба 
45kN 
F', Е 45KN 
Ne i 45kN 
(е) (9 (е) (h) 


图 6.55 ”应 用 案例 6-27 图 
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ПП 建筑 力学 (第 三 版 ) 


【 解 〗(1) 计算 支 座 反 力 。 


取 顶 架 整体 为 研究 对 象 
由 Ум. =0 


њу, =0 
由 》 及 =0 得 
(2) 取 结 点 G 为 分 离 体 [ 
由 R=0 


由 =0 Русе + Fyer = 0 





图 











Fiwcs-15=0 














Ез хХ3-15х4-15х8-15х12=0 
Ев, = 120kN( 一 ) 


Fi = Ер, = 120КМ(—) 
Е = (15 + 15 + 15)КМ = 450Ҹ( 1) 


6.54(b)]. 
得 Fwar = 15KN 


Еск = 15 x АКМ = 20kN 
3 


Еңск = 15 х Žin =25kN 


得 Fyer =-20kN 


(3) 取 结 点 下 为 分 离 体 [图 6.55(с)]. 

由 >F.=0 Fycr+20=0 f$ Fucr=-20kKN 
由 > 尺 =0 Ferr15=0 得 FersdlSkN 
(4) 取 结 点 巨 为 分 离 体 [图 6.55(d)] 




















由 及 =0 Fyyce + 15КМ +145KN=0 得 Fwcs=-30kN 
FS-30x м kN = -40KN 
Fyce = —30 х Žin =-50КМ 

由 DF.=0 -Frpgt Fuca-20kN=0 得 -Fyne = 60kN 

(5) 取 结 点 Р 为 分 离 体 [图 6.55(e)]。 

由 >》)F.=0、 得 Рр = 60КМ 

由 > 及 =0 得 Frxcp=0 

(6) 取 结 点 C 为 分 离 体 [图 6.550]. 

由 > 及 =0 Fiwec-30kN-15KN=0 得 Fiwec=4SkKN 


由 > F.=0 Fuc+Fkac+20kN+40KN=0 

4 为 分 离 体 [图 6.55(g)]. 
Ёхлв + 45 =0 

(8) ЖЖ: 取 最 后 一 个 结 点 B 为 分 离 体 [ 


(7) 取 结 点 


由 2,F,=0 


Емвс= 45 x 4kN=60kN 
3 


Еувс = 45 х Žin = 75КМ 


得 Fyac=-120kN 


得 Кыв=-45КМ 
6.55(h)]. 
У =0, -120 +60 +60=0 


JLF, =0, 45-45=0 














HEAR. ЗИНАЛИ Р, wE 6.55(a) 所 示 。 
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结 点 平衡 的 特殊 情况 
кол о йш 掌握 了 这 些 特殊 结 点 的 平衡 规律 ， 可 给 计算 带 来 
很 大 的 方便 。 现 列举 几 种 特殊 结 点 如 下 。 


(D 工 形 结 点 ， 或 称 两 杆 结 点 [图 6.56(a)] 








.56(aj]， 当 结 点 上 无 荷载 时 两 杆 内 力 皆 为 零 。 凡 内 力 
为 零 的 杆 件 称 为 零 杆 。 
Бо K 1 
(a) (b) (c) 


图 6.56 ”特殊 平 衡 结 点 图 


(2) T 形 结 点 。 这 是 三 杆 汇 交 的 结 点 而 其 中 两 杆 在 三 直线 上 [图 6.56(b)],， 当 结 点 上 无 荷载 


н, ЖЕЖ (又 称 单 杆 ) 必 为 零 本， 而 共 线 两 杆 内 为 相等 且 符 号 相同 ( 即 同 为 拉力 或 同 为 压力 )。 
(3) X 形 结 点 。 这 是 四 杆 结 点 且 两 两 共 线 [图 6.56(c)]， 当 结 点 上 无 荷载 时 ， 则 共 线 两 杆 





内 力 相 等 且 符 号 相同 。 

(4) K 形 结 点 。 这 也 是 四 杆 结 点 ”其 中 两 杆 共 线 ,而 另外 两 杆 在 此 直线 同 侧 且 交角 相等 
[图 6.56(d)]。 结 点 上 如 无 荷载 ， 则 非 共 线 两 杆 内 力 厌 小 相等 而 符号 相反 (一 为 拉力 ， 则 另 一 
为 压力 )。 

上 述 结论 均 可 根据 适当 的 投影 平衡 方程 得 出 ， 读 者 可 自行 证 明 。 

应 




















上 述 结论 ， 不 难 判 断 图 6.57 所 示 各 析 架 中 的 零 杆 。 在 分 析 检 架 时 ， 首 先 将 零 杆 i 
别 出 来 ， 可 使 计算 工作 大 为 简化 。 








图 6.57 各 榆 架 中 零 杆 识别 图 
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A 
A 
— M emsa 


截面 法 


所 谓 截面 法 ， 就 是 用 一 适当 截面 将 术 架 分 为 两 部 分 ， 然 后 任 取 一 部 分 为 分 离 体 (分 离 体 
至 少 包含 两 个 结 点 )， 根 据 平衡 条 件 来 计算 所 截 杆 件 的 内 力 。 通常 作 用 在 分 离 体 上 的 诸 力 为 
平面 一 般 力 系 ， 故 可 建立 三 个 平衡 方程 。 因 此 ， 若 分 离 体 上 的 未 知 力 不 超 过 三 个 ， 则 一 般 
可 将 它们 全 部 求 出 。 

在 用 截面 法 解 棉 架 时 ， 为 了 避免 解 联 立 方程 ， 应 对 截面 的 位 置 、 平 衡 方程 的 形式 (力矩 
式 或 是 投影 式 ) 和 矩 心 等 加 以 选择 。 如 果 选 取 恰 当 ， 将 使 计算 工作 大 为 简化 。 


/ 
:一 应 用 案例 6-28 
折 弦 顶 架 如 图 6.58(a) 所 示 ， 试 计算 杆 件 1、2、3 的 内 力 . 








3 
2850 3000, -je 3000 >ja 3000 sja 3000 wl 2850 
17700 


4.52kN 1.48kN 


(b) 








(尺寸 单位 ，mm) 


1.48kN 
图 6.58 应 用 案例 6-28 图 
#1 (0) 计算 支 座 反 力 。 
由 > M4=0, Рус х 17700-1 x 8850kN * mm-2 x 5850kN • mm-2 x 2850kN * mm = 0 
得 Fe=1.48kN( 1) 
由 》 M6=0, Fa х 17700-1 x 17700kN * mm-2 x 14850kN "mm-2 x 11850kN *mm-1 х 
8850kN • mm =0 


*б6= ESAE 





Fay =4.52KN( +) 
ЖЖ: JF, =0, 148+ 4.52-1-2-2-1=0 
无 误 。 
(2) 计算 杆 1、2、3 的 内 力 。 
RE m 一 m， 截 开 1、2、3 三 杆 ， 取 右边 部 分 为 分 离 体 ， 如 图 6.58(b) 所 示 。 分 离 体 
上 共有 三 个 未 知 力 : Fu!、Fn;、Fn3( 全 部 假设 为 拉力 )， 它 们 可 用 三 个 平衡 方程 求 出 。 
应 用 平衡 方程 求 轴 力 时 ， 应 注意 避免 解 联 立 方程 。 例 如， 为 了 求 未 知 力 Ры, ТЕЙ 
他 两 个 未 知 力 Ро 和 Fn 的 交点 С 为 矩 心 ， 列 出 力矩 平衡 方程 。 这 时 ， 轴 力 Кы 就 是 方程 
中 唯一 的 未 知 量 ， 因 而 可 直接 求 出 。 由 力矩 方程 
> Mc=0, 2.48Fyı + 1x3KN * m- 1.48 х 11.85KN * m=0 
Fyi = 5.87kN( 拉 力 ) 
ВЖ, ЖА, Ж Ру 5 FNs 的 交点 qd 为 矩 心 。 此 外 为 便于 计算 斜 杆 轴 力 Рур їй 
ЛЖ, ТАНЕР р 点 分 解 为 Fo 和 Fwz， 由 力矩 方程 
DMa=0, -2.80Frw -1.48 х 8.85КМ • m=0 
得 Fyn = -4.68kN 
再 由 比例 关系 式 (6-8)， 得 
Еу = -4.68 х 


Eni 


ч 


J 


3.017 
3.00 
最 后 ， 求 Fn; 时， 由 于 其 他 未 知 力 已 经 求 出 ， 故 也 可 利用 投影 方程 来 求 。 由 
УЕ, =0, -Fua— Frig Ро =0 
得 Ез =-Ем-Емо = (—5.87 +4.68)KN = -1.19kN 
再 由 比例 关系 ;得 


KN = -4.70kN (压力 ) 





3.89 
3.00 

校 核 :可 用 平衡 方程 >,F,=0 来 进行 ( 略 ). 

注意 ， 用 截面 法 求 析 架 内 力 时 ， 应 尽量 使 所 截断 的 杆 件 不 超过 三 根 ， 这 样 所 截 杆 件 的 
内 力 均 可 求 出 。 有 时 ， 所 作 截面 虽然 截断 了 三 根 以 上 的 杆 件 ， 但 只 要 在 被 截 各 杆 中 ， 除 一 
杆 外 ， 其 余 均 汇 交 于 一 点 或 均 平行 ， 则 该 杆 内 力 仍 可 首先 
求 得 。 如 在 图 6.59 RHR FERE 1—1, шук =0 
可 求 出 Fnp。 

上 面 分 别 介绍 了 结 点 法 和 截面 法 。 对 于 简单 顶 架 ， 当 
要 求全 部 杆 件 内 力 时 ， 用 结 点 法 是 适宜 的 ; 若 只 求 个 别 杆 
件 的 内 力 ， 则 往往 用 截面 法 较 方 便 。 对 于 联合 析 架 ， 若 只 4 
用 结 点 法 将 会 遇 到 未 知 力 超过 两 个 的 结 点 ， 故 宣 先 用 截面 图 6.59 Ж#Н ЕЖИ ЛШ 
法 将 联合 杆 件 的 内 力求 出 . 例如 ， 如 图 6.60 ТЕ, Ж 
先 由 截面 1 一 I 求 出 联合 杆 件 DE 的 内 力 ， 然 后 再 对 各 简单 顶 架 进行 分 析 便 无 困难 。 





Fa =-1.19 x=— kN = -1.54KN 
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A 
A 
ПП 928-8 





图 6.60 ҢХ&Нт#Ж ЛШ 


Ма 特别 提示 
取 截 面 时 截断 的 杆 件数 一 般 不 宜 超 过 3 根 ， 建 立 平衡 方程 时 应 尽量 避免 解 联 立 方程 。 
[60А 截面 法 和 结 点 法 的 联合 应 用 


前 面 已 指出 ， 截 面 法 和 结 点 法 各 有 所 长 ， 应 根据 基体 情况 选用 。 在 有 些 情况 下 ， 则 将 
两 种 方法 联合 使 用 更 为 方便 ， 下 面 举例 说 明 ， 


/ 
全 应 用 案例 6-29 
试 求 如 图 6.61(a) 所 示 K 式 析 架 中 a 杆 和 4b 杆 的 内 旋 。 


СББ 















































6х 4т=24т 








(а) (b) 
图 6.61 应 用 案例 6-29 


【 解 】(1) 计算 支 座 反 力 。 
由 对 称 性 可 得 
Fw= Ев =ЗЕ(\) 
(2) 计算 杆 a、b 的 内 力 。 
求 a 杆 内 力 时 ， 可 作 截 面 工 一 工 并 取 其 左 部 为 分 离 体 。 由 于 截断 了 四 根 杆 件 ， 故 仅 由 
此 截面 尚 不 能 求解 ， 还 需 再 取 其 他 分 离 体 先 求 出 这 四 个 未 知 力 中 的 某 一 个 或 找 出 其 中 两 个 
未 知 力 的 关系 ， 从 而 使 该 截面 所 取 分 离 体 上 只 包含 三 个 独立 的 未 知 力 时 ， 方 可 解 出 。 为 此 
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可 截取 结 点 天 为 分 离 体 [图 6.61(bj]， 由 开 形 结 点 的 特性 可 知 
Fya=-Fye 或 mw=-FNo 
再 由 截面 1 一 I 根据 》F,=0 有 


3F- L -F-F + Fw Fw=0 


F 
即 + 
F 
得 Fio =- 
T Na 
由 比例 关系 得 
РЕ Е. 
4 3 12 


Ж Бы, HRE I— IHA J Me = 0 即 可 求 得 Ку 14, =] MER E I 
并 取 其 左 部 ， 由 ,MDp==0 来 求 得 b 杆 内 力 ， 即 


3Fx8— х= FA 


Fws =- =-2F 
Nb 3 


显然 ， 后 一 种 方法 更 简捷 。 
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6.10 “ 静 定 结构 的 基本 特性 





本 章 讨 论 的 梁 、 刚 架 、 拱 和 桥架 都 属于 静 定 结构 ， 所 有 的 支 座 反 力 以 及 任 一 截面 的 内 
力 均 可 由 平衡 方程 求 得 。 相 对 于 超 静 定 结构 而 言 ， 静 定 结构 存在 如 下 特性 。 

1， 静 定 结构 解答 唯一 性 

由 于 静 定 结构 是 无 多 余 约束 的 几何 不 变 体系 ， 静 力 平 衡 方程 个 数 与 未 知 的 约束 力 数目 
相等 ， 所 以 不 仅 体系 的 全 部 约束 力 及 内 力 可 由 一 组 平衡 方程 予以 确定 ， 而 且 该 解答 是 唯一 
的 ， 不 可 能 由 该 组 方程 求 得 其 他 解答 。 这 表明 ， 一 组 满足 全 部 平衡 条 件 的 解答 ， 就 是 静 定 
结构 的 真实 解答 ， 这 是 静 定 结构 的 最 基本 特性 ， 称 为 静 定 结构 解答 唯一 性 。 

根据 静 定 结构 解答 唯一 性 这 一 基本 性 质 ， 可 导出 其 他 性 质 。 

2， 非 荷载 因素 不 引起 静 定 结构 的 反 力 与 内 力 

支 座 移动 、 温 度 改变 、 制 造 误差 等 非 荷 载 因素 作用 于 结构 而 无 外 力作 用 时 ， 结 构 或 菜 
些 构件 可 以 产生 刚体 位 移 或 形状 改变 。 由 于 无 荷载 作用 ， 零 解 必 能 满足 结构 的 所 有 平衡 条 
件 ， 也 即 静 定 结构 的 约束 反 力 和 内 力 必 为 零 解 。 
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3. 平衡 力 系 在 静 定 结构 中 只 产生 局 部 效应 

如 果 一 组 平衡 力 系 作用 于 结构 的 某 一 内 部 几何 不 变 的 局 部 上 ， 则 仅 在 该 局 部 引起 的 内 
力 状态 已 能 满足 全 结构 的 平衡 条 件 ， 其 他 部 分 的 反 力 和 内 力 均 为 零 。 

4. 和 荷载 做 等 效 变换 

所 谓 荷载 的 等 效 变换 是 将 一 组 荷载 改换 成 合力 大 小 与 位 置 并 不 改变 的 另 一 组 荷载 ( 称 
为 等 效 荷载 )。 当 作用 于 静 定 结构 内 几何 不 变 部 分 的 荷 做 作 等 效 变 换 时 ， 只 有 该 局 部 的 内 力 
发 生 改变 ， 而 其 他 部 分 的 约束 力 及 内 力 不 变 。 

5. 做 构造 上 的 等 效 变换 

局 部 构造 的 等 效 变换 是 指 局 部 几何 组 成 的 变化 ， 但 不 改变 该 部 分 与 其 他 部 分 联系 处 的 
约束 性 质 ; 若 结构 原来 的 荷载 及 其 作用 位 置 也 保持 不 变 , 则 其 他 部 分 的 约束 力 与 内 力 不 变 ， 
改变 的 仅 是 该 局 部 的 内 力 。 
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1. 工程 上 梁 弯 曲 时 的 内 力 分 析 和 内 力图 绘制 

(1) 梁 弯 曲 时 横 截面 上 存在 两 种 内 力 二 一 剪 力 和 弯 矩 .计算 内 力 的 基本 方法 是 截面 法 
在 应 用 截面 法 时 ， 可 直接 依靠 外 力 确 定 截 面 上 内 力 的 数值 和 符号 ， 

(2) 绘制 内 力图 的 方法 .> 共有 三 种 : 根据 剪 力 方程 和 索 矩 方程 作 内 力图 ; 利用 М. Fo 
а 之 间 的 微分 关系 作 内 为 图 ; 用 登 加 法 作 内 力图 。 由 内 力 方程 作 内 力图 是 最 基本 的 方法 
由 微分 关系 作 内 力图 是 较 简 捷 的 方法 。 

2. 多 跨 静 定 梁 的 内 力 和 内 力图 

(1) 多 跨 静 定 梁 是 由 若干 单 跨 梁 用 贸 连 接 而 成 的 结构 ， 其 几何 组 成 特点 是 组 成 结构 的 
各 单 跨 梁 可 以 分 为 基本 部 分 和 附属 部 分 两 类 ， 其 传 力 关系 的 特点 是 : 加 在 附属 部 分 上 的 荷 
载 ， 使 附属 部 分 和 与 其 相关 的 基本 部 分 都 受 力 ; 而 加 在 基本 部 分 上 的 荷载 却 只 使 基本 部 分 
受 力 ， 附 属 部 分 不 受 力 。 

(2) 计算 多 跨 静 定 梁 首先 要 分 清 哪些 是 基本 部 分 ， 哪 些 是 附属 部 分 ， 然 后 按照 与 单 
跨 静 定 梁 相 同 的 方法 ， 先 算 附 属 部 分 ， 后 算 基本 部 分 ， 并 且 在 计算 基本 部 分 时 不 要 遗漏 由 
其 附属 部 分 传 来 的 作用 力 。 

(з) 多 跨 静 定 梁 内 力图 的 绘制 。 其 绘制 方法 也 和 单 跨 静 定 梁 相同 ， 可 采用 将 各 附属 部 
分 和 基本 部 分 的 内 力图 拼合 在 一 起 的 方法 ， 或 根据 整体 受 力图 直接 绘制 的 方法 。 

3， 静 定 平面 刚 架 的 内 力 和 内 力图 

(1) 刚 架 是 由 直 杆 ( 梁 和 柱 ) 组 成 的 结构 ， 其 几何 组 成 特点 是 具有 刚 结 点 。 刚 架 的 变形 特 
点 是 在 刚 结 点 处 各 杆 的 夹 角 始 终 保持 不 变 . 刚 架 的 受 力 特点 是 刚 结 点 可 以 承受 和 传递 这 天 ， 
这 珑 是 它 的 主要 内 力 。 

(2) 静 定 平面 刚 架 的 内 力 计算 和 内 力图 绘制 。 在 方法 上 也 和 静 定 梁 基本 相同 。 需 要 注 
意 的 是 ， 刚 架 的 谊 矩 图 通常 不 统一 规定 正 负 号 ， 只 强调 弯 矩 图 应 绘制 在 杆 件 的 受 拉 侧 。 刚 
架 弯 珑 图 用 区 段 王 加 法 绘制 比较 简捷 。 
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4. ERHAN. ЛИ 

(1) 拱 是 在 竖 向 荷载 作用 下 有 水 平 推力 的 曲 杆 结构 。 在 竖 向 荷载 作用 下 有 无 水 平 推力 ， 
是 拱 和 梁 的 基本 区 别 。 由 于 水 平 推力 的 存在 ， 拱 内 各 截面 的 弯 矩 要 比 相应 的 曲 梁 或 简 支 梁 
的 这 珑 小 得 多 。 轴 向 压力 是 拱 的 主要 内 力 。 

(2) 在 已 知 荷载 作用 下 ， 使 拱 身 截 面 只 有 轴 向 压力 的 拱 轴线 称 为 合理 拱 轴线 。 合 理 拱 
轴线 只 是 相对 于 某 一 种 荷载 情况 而 言 的 。 当 荷载 的 大 小 或 作用 位 置 改变 时 ， 合 理 拱 轴线 一 
般 要 发 生 相 应 的 变化 。 

5， 静 定 平面 析 架 的 内 力 

(1) 析 架 是 全 部 由 链 杆 组 成 的 结构 。 





(2) 静 定 平面 析 架 内 力 计算 的 基本 方法 是 结 点 法 和 截面 法 。 ёт] 

本 章 的 重点 是 各 种 静 定 结构 的 内 力 计算 和 内 力图 绘制 。 5 
Каа —_. 回 
(ба = ш 【资料 阅读 】 


(1) 简 述 梁 内 力 正 负 号 的 规定 及 其 由 外 力 判断 内 力 正 负 的 特点 。 

(2) 作用 有 集中 力 或 集中 力 偶 的 截面 ， 其 内 力图 有 什么 特征 ? 

(3) 绝对 最 大 弯 拢 一 般 出 现在 哪些 截面 上 ? 

(4) 简 述 梁 在 各 种 荷载 作用 下 内 力图 的 基本 变化 规律 : 

(5) 多 跨 静 定 梁 、 刚 架 、 拱 : 析 架 几 种 静 定 结构 各 自 有 什么 组 成 特点 和 受 力 、 变 形 特点 ? 

(6) 刚 架 、 拱 、 析 架 内 力 的 正 负 号 是 怎样 规定 的 ? 

(7) 何 为 合理 拱 轴线 〗 若 竖 向 荷载 的 大 小 和 作用 位 置 改 变 ， 三 匀 拱 的 合理 拱 轴线 会 不 
会 改变 ? 为 什么 ? 

(8) 何谓 零 杆 2 怎样 识别 ? 零 杆 是 否 可 以 从 析 架 中 撤去 ?为 什么 ? 

(9) 何谓 截面 法 ? 在 什么 情况 下 应 用 这 一 方法 比较 适宜 ?怎样 避免 解 联 立 方程 ? 


бэ жй» 





一 、 填 空 是 

0) 梁 受 力 后 主要 发 生 的 变形 是 

(2) 内 力图 上 的 纵 标 值 ， 表 示 该 截面 上 内 力 的 和 
(з) 单 跨 静 定 梁 按 支 座 情况 分 为 x 和 





(4) 梁 横 截面 上 的 所 有 纵向 对 称 轴 组 成 的 平面 称 为 Я 
(5) FHAR, ЖЮН ЕЖА а 
(6) 多 跨 静 定 梁 有 基本 部 分 和 附属 部 分 组 成 ， 其 计算 顺序 为 先 后 





(7) 常见 的 静 定 刚 架 有 、 和 三 种 刚 架 。 
(8) 在 析 架 结构 计算 中 ， 用 结 点 法 为 一 力 系 ， 故 只 能 求 出 根 杆 件 的 
轴 力 。 
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(9) 在 析 架 结构 计算 中 ， 用 截面 法 为 一 力 系 ， 故 切取 的 研究 对 象 一 般 不 能 起 
过 Ж. 
(10) 组 成 析 架 结构 中 各 杆 的 内 力 只 有 
二 、 单 选 题 
(1) 梁 横 截面 上 弯 拢 的 正 负 号 规定 为 ( )。 
A， 顺 时 针 转 向 为 正 ， 逆 时 针 转 向 为 负 
B.， 逆 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 
С. 使 所 选 脱离 体 下 侧 受 拉 为 正 ， 反 之 为 负 
D. 使 所 选 脱离 体 上 侧 受 拉 为 正 ， 反 之 为 仙 
(2) 梁 横 截面 上 剪 力 的 正 负 号 规定 为 ( )。 
А. 向 上 作用 的 剪 力 为 正 ， 向 下 作用 的 剪 力 为 负 
В. 向 下 作用 的 剪 力 为 正 ， 向 上 作用 的 剪 力 为 负 
С. 使 所 选 脱离 体 顺 时针 转 为 正 ， 反 之 为 负 
D. 使 所 选 脱 离 体 北 时 针 转 为 正 ， 反 之 为 负 
(3) 集中 力 偶 作 用 处 ， 梁 的 谊 和 矩 图 ( у 前 力图 ( ). 
А. 有 突变 в. 无 变化 C. 有 转折 р. AR 
(4) 集中 力作 用 处 ， 梁 的 这 矩 图 (Di 一 前 力图 ( ). 
А. 无 变化 B. 有 突变 с. 为 零 р. 有 转折 
(5) 若 粱 上 作用 向 下 的 均 布 菏 载 ， 则 该 梁 段 的 弯 珑 图 形状 为 ( ) 
А. 向 下 凸 的 抛物 线 В. 向 上 凸 的 抛物 线 
с. HER D. KPR 
(6) AREETA DA, RERE ). 
А. 变形 条 件 в. 平衡 条 件 
C， 变 形 条 件 和 平衡 条 件 р. 其 他 
(7) 静 定 结构 内 力 大 小 仅 与 ( AX 
А. МЖ. ХЖ В. 荷载 、 温 度 变化 
С. 和 荷载、 结构 几何 形状 与 尺寸 D. 和 荷载、 杆 件 截面 形状 与 尺寸 
(8) 三 贸 拱 合理 拱 轴 是 指 在 给 定 荷载 作用 下 ， 三 匀 拱 中 ( ”) 的 拱 轴 形 状 。 
А. ARE, AHA. RAE) В. AYN., Aih. ХРА 
С. ARE, ЖЛ, REENA D. 无 弯 矩 、 无 剪 力 、 无 轴 力 
(9) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 结 构 只 产生 竖 向 反 力 的 称 ( ) 式 结构 。 
А. 3% В. ж с. ж р. 不 定 
(10) 刚性 结 点 能 承受 ( Js 
А. ФЕ В. #5 С. 轴 力 р. 前 三 项 之 和 
三 、 判 断 题 
0) 当 梁 发 生 弯曲 时 ， 若 某 段 上 无 荷载 作用 ， 则 这 和 矩 图 在 此 段 内 必 为 平行 于 轴线 的 
直线 。 ©) 
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(2) #®й ЖЖ Е, ЕЩ 5% ИЖ, MARELE 4 ЖЕЛ]. 

(3) 梁 上 多 加 个 集中 力 偶 作 用 ， 对 剪 力 图 的 形状 无 影响 。 

(4) 若 这 珑 图 抛物 线 下 凸 ， 则 该 段 梁 上 均 布 荷载 向 下 作用 。 

(5) 梁 横 截面 上 的 内 力 仅 与 跨度 、 荷 载 有 关 ， 而 与 梁 的 材料 、 横 截面 的 形状 


( 
( 
( 
和 
无 关 。 ( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 
( 


хх 


(6) Ж®Й Ў+ЕТЕЛГ Т, Фу Ер Е. 

(7) ЖЕ +ЕЕЛ ТЕ, Ф Е Е. 

(8) 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 拱 式 结构 只 能 产生 竖 向 反 力 。 

(9) 刚 架 具 有 刚性 结 点 ， 所 以 刚 架 能 承受 弯 矩 、 剪 力 和 轴 力 。 
(10) 三 铵 刚 架 在 竖 向 荷载 作用 下 ， 要 产生 水 平反 力 所 以 为 拱 式 结 沁 
(11) 析 架 结构 中 内 力 为 零 的 杆 件 称 零 杆 。 

(12) NRE P AAE E. 

四 、 主 观 题 


хз а а а о ~ 和 ~ о 


(1) 用 截面 法 计算 如 图 6.62 所 示 各 梁 指定 截面 上 的 内 力 。 


























Тт ат, 2т Г 2т 十 2m 下 2m „| 


图 6.62 ”主观 题 (1) 图 
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(2) 用 计算 内 力 的 简便 方法 ， 直 接 根据 荷载 求 如 图 6.63 所 示 各 梁 指 定 截面 上 的 内 力 。 


2kN 
2kN/m 














86.63. 主观 题 (2) 图 
(3) 列 出 如 图 6.64 METERAN DARRE ЕЗЖЕ, ЕРТЕН, HAR |К] 
和 |M| 


























max ° 


2kN/m 








(a) (b) 











12 路 12 小 12 | 
(е) 


В 6.64 主观 题 (3) 图 
(4) 利用 М. Ро. 9g 之 间 的 微分 关系 作 如 图 6.65 MTER Ро. MA, AR|] Ж 
мі... 
(5) 起 吊 一 根 自重 为 gqN/m 的 等 截面 钢筋 混凝土 梁 ， 如 图 6.66 所 示 ， 问 吊装 时 起 吊 点 
在 何 处 才能 使 梁 中 点 处 和 吊 点 处 的 弯 答 绝对 值 相等 ? 
(6) 用 县 加 法 作 如 图 6.67 所 示 各 梁 的 М. 
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30kN 


20kN/m 








20kN/m 40KN © m 














» 
1" 2m 


(c) 


100kN • m 


4——— 


s 6: =] 


20kN/m 











Ha 


5 НЫШ" “ш 


8m „гт >| 





20kN • m 


TO 





10kN/m 





(b) 


20kN 





图 6.65 主观 题 (4) 图 

















p—s 


2m 2m А 


(4) 








F=40kN М,=20КМ • m 

















816.67 ”主观 题 (6) 图 
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(7) 作 如 图 6.68 所 示 多 跨 静 定 梁 的 М. Р. 


=10КМ/т 





|+ 6m “+ 2M 中 2m “+ 2m > 


(а) 





20kN 






40kN 
q=10kN/m 








|+ 2т >ja 2m >ja 2m 2m 2m >l 
(b) 





30kN 30kN 15KN/m 15kKN 15KN 
K 
ёт 2m | 2m PM je 4m 2m | 2m гт] 
жкм gkN (9 AKN 


ТОКМ =m 





2". 3m `+ 3m mlan pja 4m 2". 4т 2" Д 


(9) 





图 6.68 ”主观 题 (7) 图 
(8) 作 如 图 6.69 所 示 刚 架 的 М. Ро. Е. 
(9) 求 如 图 6.70 所 示 圆 弧 三 铵 拱 的 支 座 反 力 和 截面 开 的 内 力 。 
(10) 如 图 6.71 所 示 三 贸 拱 的 拱 轴 线 方程 为 еса 试 求 玉 截面 的 内 力 。 
(11) 判断 如 图 6.72 所 示 析 架 中 的 零 杆 。 


(12) 用 结 点 法 计算 如 图 6.73 所 示 析 架 各 杆 的 内 力 。 
(13) 用 截面 法 计算 如 图 6.74 所 示 析 架 中 各 指定 杆 件 的 内 力 。 


#6= =] 





аш 20kN/m 20kN/m 
С: 
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С 
40k 9 ^] 
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А В‹ 
1 1 
3т Ат 4m 2 2 
(b) (с) 
10kN。m10kN。m 


10kN (а) 














(0 
6:69 主观 题 (8) 图 


20kN/m 
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10т le 5m ae > 
图 6.71 主观 题 (10) 图 


(b) 








图 6.70 主观 题 (9) 图 





(а) 
图 6.72 ”主观 题 (11) 图 
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В 6.72 主观 题 (11) 图 ( 续 ) 
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图 6.73 ”主观 题 (12) 图 
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(b) 














图 6.74 ”主观 题 (13) 图 
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#6= =] 
(14) 用 截面 法 或 联合 方法 计算 如 图 6.75 所 示 析 架 中 指定 杆 件 的 内 力 。 


AAK 















|e 4m о. 4т „|2п 


(с) (4) 











图 6.75 主观 题 (14) 图 


【习题 答案 】 
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第 了 章 梁 的 弯曲 应 力 





熟悉 工程 上 等 截面 直 梁 的 弯曲 正 应 力 、 弯 曲 切 应 力 的 概念 ， 掌 握 等 截面 直 梁 的 弯曲 正 
应 力 、 弯 曲 切 应 力 的 计算 及 强度 计算 ; 熟悉 平面 图 形 的 几何 性 质 ， 了 解 强度 理论 的 概念 。 











所 占 比 重 







形 心 、 静 矩 、 惯 性 矩 极 惯性 矩 、 
行 移 轴 公式 







(1) 熟悉 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 的 三 方面 计算 

(2) 能 计算 简单 力 强 度 校 核 

能 计算 简单 的 粱 矩形 截面 、 圆 形 截面 、 工 字形 截 
面 的 弯曲 切 应 力 强度 校 核 

(1) 理解 提高 梁 强 度 的 措施 的 主要 条 件 

(2) 能 较 合理 地 选择 梁 的 截面 

(1) 熟悉 五 个 基本 的 强度 理论 

(2) 会 用 强度 理论 确定 梁 的 主 应 力 5% 
(3) 能 对 梁 进 行 主 应 力 校 核 










曲 切 应 力 强度 计算 、 梁 的 切 应 
力 在 横 截 面 上 的 分 布 规律 、 静 矩 计算 













是 高 梁 强 度 的 措施 10% 





强度 理论 、 应 力 单元 、 平 面 应 力 状态 、 
REJA 








工程 上 等 截面 直 梁 的 弯曲 正 应 力 、 弯 曲 切 应 力 的 计算 及 强度 计算 ; F 











Шш: 








Т 
= 








ТЫБ. ЕЕРЕЕ А. 


第 7 = ESEA 





МА. 生活 知识 提 点 

人 们 用 扁担 挑 重 物 ， 当 重 物 较 重 时 ， 扁 担 会 发 生 很 大 的 变形 ， 这 时 若 再 增加 重 物 ， 扁 
担 会 断裂 破坏 。 若 在 扁担 上 绑 加 一 根 杆 件 ， 扁 担 的 变形 会 明显 减少 ， 达 到 使 用 要 求 。 这 是 
为 什么 ? 下面 来 进行 讨论 。 


A З 


如 图 7.1 所 示 的 梁 在 CD &АҖ KHER , ARER Т ЖЛЕ ЖН АЕ? ARA 
кес ii 在 4C、DB ЖР REER, ЖЛ ЙЛ ЕЛ, HRANIE 
半分 布 的 ? 





LL 梁 的 弯曲 正 应 力 | [参考 图 文 ] 























弯曲 情况 下 ， 一 般 梁 横 截 面 上 既 有 弯 矩 又 有 前 力 ， 如 图 7.1 所 示 梁 的 4C、DB Bto 
而 在 CD 段 内 ， 梁 横 截 面 上 前 力 等 于 零 ， 而 只 有 弯 矩 ， 这 种 情况 称 为 纯 弯 曲 。 
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SHETH- RAN 
讨论 梁 纯 弯 曲 时 横 截面 上 的 正 应 力 公 式 ， 应 综合 考虑 变形 几何 关系 、 物 理 关 系 和 静 力 


学 关系 三 个 方面 。 
1， 变 形 几 何 关系 
为 研究 梁 弯 曲 时 的 变形 规律 ， 可 通过 试验 ， 观 察 弯 曲 变形 的 现象 。 取 一 具有 对 称 截面 
的 矩形 截面 梁 ， 在 其 中 段 的 侧面 上 ， 画 两 条 垂直 于 梁 轴 线 的 横 线 mm 和 nn， 再 在 两 横 线 间 
靠近 上 、 下 边缘 处 画 两 条 纵 线 ab 和 са, WE 7.2(a) 所 示 。 然 后 按 图 7.1(a) 所 示 施 加 荷载 ， 
使 梁 的 中 段 处 于 纯 弯 曲 状态 。 从 试验 中 可 以 观察 到 如 图 7.2(b) 所 示 情 况 。 






























































72 梁平 面 弯曲 变形 图 
(Т) 梁 表 面 的 横 线 仍 为 直线 ， 仍 与 纵 线 正 交 ， 只 是 横 线 间 做 相对 转动 。 

















(2) 纵 线 变 为 曲线 ， 而 且 靠近 梁 项 面 的 纵 线 缩短 ， 靠 近 梁 底面 的 纵 线 伸 长 。 

(3) 在 纵 线 伸 长 区 ， 梁 的 宽度 减 小 ， 而 在 纵 线 缩短 区 ， 梁 的 宽度 则 增加 ， 情 况 与 轴 向 
拉 压 时 的 变形 相似 。 

根据 上 述 现象 ， 对 梁 内 变形 与 受 力 做 如 下 假设 变形 后 ， 横 截面 仍 保持 平面 ， 且 仍 与 
AREZ: 同时 ， 梁 内 各 纵向 纤维 仅 承受 轴 向 拉 应 力 或 压 应 力 。 前 者 称 为 弯曲 平面 假设 ; 
后 者 称 为 单 向 受 力 假设 。 

根据 平面 假设 ， 横 截面 上 各 点 处 均 无 剪 切 变形 ， 因 此 ， 纯 弯 时 梁 的 横 截 面 上 不 存在 切 
应 力 。 

根据 平面 假设 ， 梁 弯曲 时 部 分 纤维 伸 长 ， 部 分 纤维 缩短 ; 由 伸 长 区 到 缩短 区 ， 其 间 必 
存在 一 长 度 不 变 的 过 渡 层 ， 称 为 中 性 层 ,如 图 7.2(c) 所 示 。 中 性 层 与 模 截 面 的 交 线 称 为 中 性 
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轴 。 对 于 具有 对 称 截面 的 梁 ， 在 平面 弯曲 的 情况 下 ， 由 于 荷载 及 梁 的 变形 都 对 称 于 纵向 对 

称 面 ， 因 而 中 性 轴 必 与 截面 的 对 称 轴 垂直 。 
综 上 所 述 ， 纯 弯曲 时 梁 的 所 有 横 截面 保持 平面 ， 仍 与 变 弯 后 的 梁 轴 正 交 ， 并 绕 中 性 轴 

做 相对 转动 ， 而 所 有 纵向 纤维 则 均 处 于 单 向 受 力 状 态 。 

2. 物理 关系 

因为 纵向 纤维 之 间 无 正 应 力 , 每 一 纤维 都 处 于 单 向 受 力 状 态 ， 当 应 力 小 于 比例 极限 时 ， 

1 胡 克 定律 知 正 应 力 与 正 应 变 成 线性 关系 。 

可 知 ， 横 截面 上 任 一 点 处 的 正 应 力 与 该 点 到 中 性 轴 的 距离 成 正比 ， 而 在 距 中 性 轴 为 у 

4 同一 横 线 上 各 点 处 的 正 应 力 均 相 等 。 
3. 静 力 平衡 关系 
以 上 已 得 到 正 应 力 的 分 布 规律 ， 横 截面 上 各 点 处 的 法 向 微 内 力 组 成 一 空间 平行 力 系 ， 

而 且 由 于 横 截 面 上 没有 轴 力 ， 仅 存在 位 于 x-y 平 面 的 弯 矩 MM， 内 此 ， 由 静 力 平衡 关系 得 到 


如 下 结论 。 КШ 回 回 
(1) z 轴 必 须 通 过 截面 的 形 心 。 NY ee 
(2) y 轴 是 截面 的 对 称 轴 。 | СБ 
(3) 正 应 力 的 计算 公式 为 【知识 链接 】 
y (7-1) 
























































































































































н, М ВИ ЕО Е; 
大 一 一 截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 ; 
Jy 一 一 所 求 应 为 点 至 中 性 轴 的 距离 。 
此 式 表 明 在 同样 的 弯 矩 作用 下 的 指定 横 和 截面 处 ， 正 应 力 与 该 截面 上 的 у 成 正比 ,与 
克成 反比 。 
当 弯 矩 为 正 时 ， 梁 下 部 纤维 伸 长 ， 故 产生 拉 应 力 ， 上 部 纤维 缩短 而 产生 压 应 力 ， 索 拢 
为 负 时 , 则 与 上 相反 。 在 利用 (7-1) 式 计算 正 应 力 时 ， 可 以 不 考虑 式 中 弯 矩 M A y 的 正 负 号 ， 
均 以 绝对 值 代入 ， 正 应 力 是 拉 应 力 还 是 压 应 力 可 以 由 梁 的 变形 来 判断 。 
应 该 指出 ， 以 上 公式 虽然 是 纯 弯 曲 的 情况 下 ， 以 矩形 梁 为 例 建立 的 ， 但 对 于 具有 纵向 
对 称 面 的 其 他 截面 形式 的 梁 ， 如 工 字 形 、T 形 和 圆 形 截面 梁 等 仍然 可 以 使 用 。 同 时 ， 在 实 
际 工程 中 大 多 数 受 横向 力作 用 的 梁 ， 横 截面 上 都 存在 剪 力 和 弯 矩 ， 但 对 一 般 细 长 梁 来 说 ， 
剪 力 的 存在 对 正 应 力 分 布 规律 的 影响 很 小 。 因 此 ， 式 (7-1) 也 适用 于 非 纯 弯 曲 情况 。 


最 大 弯曲 正 应 力 
由 式 (7-1) 可 知 ， 在 y = yax 即 横 截 面 在 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ， 弯 曲 正 应 力 最 大 ， 其 值 
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式 中 ， 比 值 Mym 仅 与 截面 的 形状 与 尺寸 有 关 ， 称 为 抗 弯 截面 系数 ， 也 称 抗 弯 截面 模 量 ， 










































































№. алх, ВП 
所 = 上 a2 
We 
于 是 ， 最 大 弯曲 正 应 力 为 
Tnn =M (1-3) 
ГА 
HA, Ае ТЕЛУ ЛИЛЕ, СЗ ТТ О И. MERRIA 








喘 了 横 截 面 的 形状 与 尺寸 对 弯曲 正 应 力 的 影响 。 
图 7.3 中 矩形 截面 与 圆 形 截面 的 抗 弯 截面 系数 分 别 为 























所 = (7-4) 
E 
W- "зо (7-5) 








TI ТУЙГАН Ж ЖОШ 
及 -rc (7-6) 





图 7.3 梁 模 截面 形状 图 
至 于 各 种 型 钢 截面 的 抗 弯 截面 系数 ， 可 从 型 钢 规格 表 中 查 得 ( 见 附录 В). 





L 应 用 案例 7-1 


如 图 7.4 АЕН, 自由 端 承受 集中 荷载 РЕМ, 已 知 : Л = 18ст, b= 12cm,y= бст, 
a=2m, Е=1.5КМ. Ж AREL KANE HENN. 


& 


74 应 用 案例 7-1 
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A 





EE 
Ж 
1.22 
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【 解 〗 先 计算 截面 上 的 弯 矩 
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M4=-Fa=-1.5x2kKN* т = -3КМ • m 








截面 对 中 性 轴 的 惯性 矩 
bhè _120x180° 
== 
12 12 
M 3x106 
m „= е ы 
| 00777, УСУ Зз уг107 
【案例 点 评 】 


тт“ = 5.832 x 10'mm’ 


x 60MPa = 3.09MPa 


4 截面 上 的 弯 矩 为 负 ， 天 点 是 在 中 性 轴 的 上 边 ， 所 以 为 拉 应 力 。 














构件 在 外 力作 用 下 产生 的 应 力 和 变形 ， 部 与 构件 的 截面 
状 和 尺寸 的 某 些 性 质 的 一 些 量 ， 如 拉 伸 时 遇 到 的 截面 面积 、 





区 状 和 尺寸 有 关 。 反 映 截面 形 


扭转 时 遇 到 的 极 惯性 矩 和 这 一 


章 前 面 遇 到 的 惯性 矩 、 抗 这 截面 系数 等 ， 统 称 为 截面 的 几何 性 质 。 为 了 计算 弯曲 应 力 和 变 








形 ， 需 要 知道 截面 的 一 些 几 何 性 质 。 现在 来 讨论 截面 的 一 些 3 


EOMME TNE 


若 截面 形 心 的 坐标 为 yc 和 zc(C 为 截面 形 心 )， 将 面积 的 每 一 部 分 看 成 平行 力 系 ， 即 看 
成 等 厚 、 均 质 薄 板 的 重力 ， 根 据 合 力矩 定理 可 得 形 心 坐标 公式 




















静 和 矩 又 称 面 积 矩 。 其 定义 如 下 : 在 图 7.5 中 任意 截 











面 内 取 一 点 Mlz, у), Є М 点 取 一 微 面积 dd4， 微 面 





面积 


对 = 轴 的 静 矩 为 yd4,， ХУ у ИРАНА гаи, 则 整个 截面 

















ЯЇ z ЖП у 轴 的 静 托 分 别 为 
S; =f yd4 
5,= [| zd4 
| УЧА = Аус 
形 心 坐标 公式 
Í 21А = Ал 


(b) 





E 要 的 几何 性 质 。 


(a) 








мү 
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知 


S, = | у44= Аус 


(с) 


S, = | zd4= Ад. 


上 式 中 yc 和 zc 是 截面 形 心 С 的 坐标 , 4 是 截面 面积 。 











当 截 面 形 心 的 位 置 已 知 时 ， 可 以 























上 式 来 计算 截面 的 静 矩 。 

















































































































从 上 面 可 知 ， 同 一 截面 对 不 同 轴 的 静 矩 不 同 ， 静 矩 可 以 是 正 负 或 是 零 ， 静 和 矩 的 单位 是 
长 度 的 立方 ， 用 mm 或 cm*、mmi 等 表示 ; 当 坐 标 轴 过 形 心 时 ， 截 面 对 该 轴 的 静 矩 为 零 。 
当 截 面 由 几 个 规则 图 形 组 合 而 成 时 ， 截 面 对 某 轴 的 静 矩 ， 应 等 于 各 个 图 形 对 该 轴 静 和 矩 
的 代数 和 。 其 表达 式 为 g 
5. = Уау (4) 
S, = Аг, (е) 
而 截面 形 心 坐 标 公 式 也 可 以 写成 
224z 9 
2С Sa ( 
v _ 2,4% 
yc УА 5 (в) 


BEE Т ИЩ 


在 图 7.6 РЕЖ а - 微 面积 44, 则 微 面积 dd 对 = 轴 和 у 轴 的 惯性 矩 为 244 





Hyda, MWEN 














积 对 z 轴 和 >? 轴 的 惯性 矩 分 别 记 为 友和 五 ， 而 惯性 积 记 为 Iy WE 


=f yd4 
(h) 
1,=| zd4 
L, = | aa © 
极 惯性 矩 定义 为 
=] Pa +7) dL+D 0 


从 上 面 可 以 看 出 ， 惯 性 矩 总 是 大 于 零 ， 
负 和 零 ; 惯性 矩 、 惯 性 积 和 极 惯性 矩 的 单位 都 是 长 度 的 四 次 方 ， 
同一 截面 对 不 同 的 平行 的 轴 ， 它 们 的 惯性 失 和 惯性 积 是 不 同 的 。 同 一 截面 对 两 根 平行 

















因为 坐标 的 平方 总 是 正 数 ， 惯 性 积 可 以 是 正 、 
mi ст“. пип“ 等 表示 。 


















































轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 虽然 不 同 ， 但 它们 之 间 存 在 一 定 的 关系 。 下 面 讨论 两 根 平行 轴 的 惯性 





矩 、 惯 性 积 之 间 的 关系 。 
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76 任意 截面 对 任意 轴 的 惯性 矩 、 惯 性 积 
如 图 7.6 所 示 任 意 截 面 对 任 意 轴 对 z' 轴 和 y' 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 了 、Z 和 7, о 
过 形 心 C 有 平行 于 z'、y' 的 两 个 坐标 轴 z 和 y, 截面 对 z 轴 wy 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积分 别 为 
L LAN Lyo X} Оу 坐标 系 形 心 坐 标 为 Cla，b)。 截 面 上 选取 微 面积 dA, dA 的 形 心 坐标 为 
2'=2+а 
у= уБ 
ШИ ЖЕКЕН ЕХ, Ж 
1, = | 2> (с+ау'ал 


= [м +2а] гала |4 


Н АИГ АЧА у АИОН РЕА BERAR а?{й: 而 第 二 项 
为 截面 对 过 形 心 坐标 轴 y 轴 的 静 矩 乘 以 2x。 根 据 静 矩 的 性 质 ， 对 过 形 心 轴 的 静 矩 为 零 ， 所 
以 第 二 项 为 零 。 这 样 凸 式 可 以 写 为 


„#1«+а'А (®) 

同 理 ， 可 得 
L=L.+b4 @) 
Izy = Leye + abA (m) 








就 是 说 ， 截 面 对 于 平行 于 形 心 轴 的 惯性 矩 ， 等 于 该 截面 对 形 心 轴 的 惯性 矩 再 加 上 其 
面积 乘 以 两 轴 间 距离 的 平方 ， 而 截面 对 于 平行 于 过 形 心 轴 的 任意 两 垂直 轴 的 惯性 积 ， 等 于 
该 面积 对 过 形 心 二 轴 的 惯性 积 再 加 上 面积 乘 以 相互 平行 的 二 轴 距 之 积 。 这 就 是 惯性 矩 和 惯 
性 积 的 平行 移 轴 定 理 。 


2 应 用 案例 7-2 


计算 如 图 7.7 所 示 T 形 截面 的 形 心 和 过 它 的 形 心 z 轴 的 惯性 矩 。 

NO 确定 截面 形 心 位 置 。 

选 参考 坐标 系 Огу, WE 7.7 所 示 。 将 截面 分 解 为 上 面 和 下 面 两 个 矩形 部 分 ， 截 面 形 
心 C 的 纵 坐 标 为 
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77 应 用 案例 7-2 


Dar- Ауе + 4 Pes 





ус= 4 
_ 1000x100X8504.800x200x 400 ү 
2600х10° 
= 573тт 
zc=0 


(2) 计算 截面 惯性 矩 。 
上 面 矩 形 与 下 面 矩 形 对 形 心 轴 т 的 惯性 矩 分 别 为 。 

Ia (5100x1003 1000xio0x277: jm 

ы 7.75 х 10°mm* 
Ia (i 200x 800° +800 x 200 x173? Jemi 
= 13.32 x 10°mmÎ 
L=Ia+Ia= 21.1 х 10mm’ 

【案例 点 评 】 
先 确定 截面 形 心 位 置 ， 后 计算 截面 惯性 矩 ， 注 意 平行 移 轴 公式 的 应 用 条 件 。 


N 
w 
Р 
8 
时 
ЕҤ 
局 
в 
过 














当 进 行 平面 弯曲 梁 的 强度 计算 时 ， 一 般 来 说 ， 弯 曲 正 应 力 是 支配 梁 强 度 计 
因素 ， 但 在 某 些 情况 上 ， 如 当 梁 的 跨度 很 小 或 在 支 座 附近 有 很 大 的 集中 力作 
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最 大 弯 窍 比较 小 ， 而 剪 力 却 很 大 ， 如 果 梁 截面 窗 且 高 或 是 薄 壁 截面 ， 这 时 切 应 力 可 达到 
相当 大 的 数值 ， 切 应 力 就 不 能 忽略 了 。 下 面 介绍 几 种 常见 截面 上 弯曲 切 应 力 的 分 布 规律 
和 计算 公式 。 


矩形 截面 染 的 弯曲 切 应 力 
和 矩 形 截面 梁 在 纵向 对 称 面 内 承受 荷载 作用 。 设 模 截 面 的 高 度 为 h， 宽 度 为 »， 为 研究 弯 


切 应 力 的 分 布 规律 ， 现 作 如 下 假设 ; 模 截 面 上 各 点 处 的 切 应 力 的 方向 都 平行 于 前 力 ， 并 
沿 截面 宽度 均匀 分 布 。 
































































































































根据 假设 及 有 关 推 导 计 算得 到 弯曲 切 应 力 的 计算 公式 ， 即 
r= (7-7) 
ТЬ 
式 中 ，/ 一 一 整个 横 截 面 对 中 性 轴 z 的 惯性 矩 
Si 一 一 y 处 横 线 一 侧 的 部 分 截面 对 z 轴 的 静 矩 。 
对 于 矩形 截面 ， 如 图 7.8 所 示 ， 其 值 为 
Sb ч) 
* (2 2\2 2\4 
图 7.8 切 应 力 分 布 图 
HERR L= bk/12 代入 式 (7-7)， 得 
ре (1-2) (7-8) 
2bh k 











Нару. ЕШИКЕ RTE RAE 7.8): 在 截面 的 上 、 
кшй у=), 切 应 力 z = 0: 在 中 性 轴 Q, = 0)， 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 


3А 
2% 
































(7-9) 


Tmar 一 
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таманно 


УЮП ЗЕН ИКИ Н И, HERUR 7.9 所 示 。 中 间 狭 长 部 分 为 腹 板 ， 上 、 
扁平 部 分 为 翼 缘 。 梁 横 截 面 上 的 切 应 力主 要 分 布 于 腹 板 上 ， 辟 缘 部 分 的 切 应 力 情况 比较 
复杂 ， 数 值 很 小 ， 可 以 不 予 考虑 。 由 于 腹 板 比较 狭长 ， 因 此 可 以 假设 : 腹 板 上 各 点 处 的 弯 
切 应 力 平行 于 腹 板 侧 边 ， 并 沿 腹 板 厚度 均匀 分 布 。 腹 板 的 切 应 力 平 行 于 腹 板 的 竖 边 ， 且 
沿 宽度 方向 均匀 分 布 。 根 据 上 述 假设 ， 并 采用 前 述 矩 形 截面 梁 的 分 析 方法 ， 得 腹 板 上 УЖ 
的 弯曲 切 应力 为 


























































































































一 一 7-10 
т Tb (7-10) 


式 中 ， 工 一 一 整个 工 字 形 截面 对 中 性 轴 z 的 惯性 矩 
号 一 一 ”处 横 线 一 侧 的 部 分 截面 对 该 轴 的 静 矩 ， 
5 一 一 腹 板 的 厚度 。 





87.9 工 字 形 截面 切 应 力 分 布 图 
在 工 字 形 截面 梁 的 腹 板 与 翼 缘 的 交接 处 ， 切 应 力 分 布 比较 复杂 ， 而 且 存在 应 力 集中 现 





象 ， 为 了 减 小 应 力 集中 ， 宣 将 结合 处 做 成 圆 角 。 
国 形 截面 梁 的 弯曲 切 应 力 


对 于 圆 截 面 梁 ， 在 和 矩形 截面 中 对 切 应 力 方向 所 做 的 假设 不 再 适用 。 由 切 应 力 互 等 定理 
可 知 ， 在 截面 边缘 上 各 点 切 应 力 r 的 方向 必 与 圆周 相 切 ， 因 此 ， 在 水 平 弦 АВ 的 两 个 端点 上 
的 切 应 力 的 作用 线 相交 于 y 轴 上 的 某 点 p， 如 图 7.10(a) 所 示 。 由 于 对 称 ，4B 中 点 С 的 切 应 
力 必定 是 垂直 的 ， 因 而 也 通过 p 点 。 由 此 可 以 假设 ，48B 弦 上 各 点 切 应 力 的 作用 线 都 通过 pp 
点 。 如 再 假设 АВ 弦 上 各 点 切 应 力 的 重 直 分 量 z 是 相等 的 ， 于 是 对 7 来 说 ， 就 与 对 矩形 截 
面 所 做 的 假设 完全 相同 ， 所 以 ， 可 用 式 (7-11) 来 计算 ， 即 
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(а) (b) 
图 7.10” 圆 截面 切 应 力图 








RS 
D= T (1-11) 
IP, b—AB 弦 的 长 度 ; 
5 一 一 图 7.10(b) 中 阴影 部 分 的 面积 对 z ЗОБ. 
在 中 性 轴 上 ， 初 应 力 为 最 大 值 mx。 其 值 为 
PA 64.5 (7-02) 
з ©” 3 А 


式 中 ，Fo/4 一 一 梁 横 截面 上 的 平均 切 应 力 。 


/ 
> 应 用 案例 7-3 


粱 截面 如 图 7.11(a) 所 示 ， 横 截面 上 剪 力 Fa = 1SkN。 试 计算 该 截面 的 最 大 弯曲 切 应 力 ， 
以 及 腹 板 与 楼 缘 交 接 处 的 弯曲 切 应 力 。 截 面 的 惯性 矩 = 8.84 x 10 am 
【 解 】(1) 最 大 弯曲 切 应 力 。 
最 大 弯曲 切 应 力 发 生 在 中 性 轴 上 。 中 性 轴 一 侧 的 部 分 截面 对 中 性 轴 的 静 矩 为 
5 _ (20mm +120тт - 45mm)? x20mm 
zmax 2 
所 以 ， 最 大 弯曲 切 应 力 为 
FSi _(15x10°N)x (9.025 х10°ттт?) _ жей 
1b (8.84x10° mm’)x(20mm) 
(2) Ж. ЖАВАД ВИ. 
н 7.1() Т, ШАК. ЖАН ЕИ Р Е z ВАЕ Л 


= 9.025 х 10*тт? 








Tmax 
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S =20mm x 120mm х 35mm = 8.40 x 10mm? 
所 以 ， 该 交接 处 的 弯曲 切 应 力 为 
58: _ 05х10") х(8.40х10* тт!) _ 
Ib 8.84x10° mm’ х 20mm 


7.13MPa 











图 7.11 应 用 案例 7.3 图 
【案例 点 评 】 
最 大 的 弯曲 切 应 力 计算 是 切 应 办 强度 计算 的 关键 ， 但 在 主 应 力 强度 计算 中 ， 腹 板 、 婴 
缘 交 接 处 的 弯曲 切 应 力 计算 尤为 重要 1 


N 

IA 
w 
® 
й 
[| 
Ж 
+ 


在 一 般 情 况 下 ， 梁 内 同时 存在 弯曲 正 应 力 和 切 应 力 ， 为 了 保证 梁 的 安全 工作 ， 梁 最 大 
应 力 不 能 超出 一 定 的 限度 ， 也 即 ， 梁 必须 要 同时 满足 正 应 力 强度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 。 
以 下 将 据 此 建立 梁 的 正 应 力 强 度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 。 


弯曲 正 应 力 强度 条 件 


最 大 弯曲 正 应 力 发 生 在 横 截 面 上 离 中 性 轴 最 远 的 各 点 处 ， 而 该 处 的 切 应 力 一 般 为 零 或 
很 小 ， 因 而 最 大 弯曲 正 应 力作 用 点 可 看 成 是 处 于 单 向 受 力 状态 ， 所 以 ， 弯 曲 正 应 力 强度 条 
件 为 



















































































||. <[a] (1-13) 











即 要求 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 acmax PENTA EER рај 5 У УЕН У o]. 
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对 于 等 截面 直 梁 ， 式 (7-13) 变 为 

мы 
ГА 
上 述 强度 条 件 ， 可 以 对 梁 进 行 正 应 力 强 度 校 核 、 截 面 选择 和 确定 容许 荷载 。 
齐 曲 切 应 为 强 度 条 件 


最 大 这 曲 切 应 力 通常 发 生 在 中 性 轴 上 各 点 处 ， 而 该 处 的 弯曲 正 应 力 为 零 ， 因 此 ， 最 大 
弯曲 切 应 力作 用 点 处 于 纯 剪 切 状 态 ， 相 应 的 强度 条 件 为 


Тюш =) <[r] (7-15) 


Omax = 


<[o] (7-14) 











F 

































































ТЬ 


е а а и 对 于 等 截 
面 直 梁 ， 式 (7-15) 变 为 

















ES. 
i = её 7-16 
г Tb [г] (7-16) 


在 一 般 细 长 的 非 薄 壁 截面 梁 中 ， 最 大 弯曲 正成 为 远大 于 最 大 灾 曲 切 应 力 。 因此 ， 对 于 
一 般 细 长 的 非 薄 壁 截面 粱 ， 通 常 强度 的 计算 由 正 应 力 强度 条 件 控制 。 因 此 ， 在 选择 梁 的 截 
面 时 ， 一 般 都 是 按 正 应 力 强度 条 件 选择 ， 选 好 截面 后 再 按 切 应 力 强度 条 件 进行 校 核 。 但 是 ， 
对 于 薄 壁 截面 粱 与 弯 矩 较 小 而 剪 力 却 较 大 的 梁 ， 后 者 如 短 而 粗 的 梁 、 集 中 荷载 作用 在 支 座 
附近 的 粱 等， 则 不 仅 应 考虑 弯曲 正 应 力 强 度 条 件 ， 而 且 弯 曲 切 应 力 强度 条 件 也 可 能 起 控制 
je 





L 应 用 案例 7-4 


如 图 7.120) 所 示 外 伸 梁 ， 用 铸铁 制 成 ， a т». 并 承受 均 布 荷载 g 作用 。 试 校 该 
梁 的 强度 。 已 知 荷 载 集 度 g = 25N/mm， 截 面 形 心 离 底 边 与 顶 边 的 距离 分 别 为 yt = 45mm 和 
yı=95mm, WE /.= 8.84 х 10“m*， 许 用 拉 应 力 [ot] =35MPa， 许 用 压 应 力 [oc] = 140МРа. 

【 解 】(1) 危险 截面 与 危险 点 判断 。 

梁 的 弯 矩 如 图 7.12(b) 所 示 , ERRE D ув E, 分 别 作用 有 最 大 正 弯 和 矩 与 最 大 负 变 矩 ， 
因此 ， 该 二 截面 均 为 危险 截面 。 

截面 万 与 妃 的 弯曲 正 应 力 分 布 分 别 如 图 7.12(c)、(d) 所 示 。 截面 DD 的 a 点 与 截面 的 d 
点 处 均 受 压 ; MRED hb AIRE Bi e AAAH. HFM > |M v> bib 8 

loa] > |od 
即 梁 内 的 最 大 弯曲 压 应力 Gemox 发生 在 截面 D 的 a 点 处 。 至 于 最 大 弯曲 拉 应 力 aimax 究竟 发 
生 在 b АЖ с аА, 则 需 经 计算 后 才能 确定 。 概 言 之 , a、b、c 三 点 处 为 可 能 最 先 发 生 
破坏 的 部 位 ， 称 之 为 危险 点 。 

(2) 强度 校 核 。 

由 式 (7-1) 得 a、b、c 三 点 处 的 弯曲 正 应 力 分 别 为 

Mpy, _(5.56x10°N • mm)x(95mm) _ 


с„= = С 4 = 59.8МРа 
р, 8.84 х10° mm 
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A 
D-E 
— M emam 


My, 
в==ре= 28.3МРа 
M И Й 
с: Р = 33.6МРа 


由 此 得 
©стах = Са = 59.8МРа < [с] 
Стах = С. = 33.6МРа < [ol 
可 见 ， 染 的 弯曲 强度 符合 要 求 . 


Е 
4 
| В 
1 








| 
| 
| 11.500 0.500 -| 


| (а) 


Ms] 3.13x10N。m 





а 





图 7.12 应 用 案例 7-4 图 
【案例 点 评 】 
对 脆性 材料 组 成 的 梁 ， 梁 横 截面 为 了 形 及 变 截 面 的 情况 ， 必 须 考 虑 最 大 正 弯 矩 和 最 大 
负 弯 和 矩 所 在 截面 的 拉 、 压 最 大 应 力 计算 。 


2 应 用 案例 7.5 


ELFA АВ 如 图 7.13(a) 所 示 ， 长 1= 1.2m， 在 自由 端 有 一 集中 荷载 忆 ， 工 字 钢 的 
型 号 为 No.18， 已 知 钢 的 许 用 应 力 [ac] = 170MPa， 略 去 粱 的 自重 。 
(1) 试 计算 集中 荷载 下 的 最 大 许可 值 . 
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(2) 若 集 中 荷载 为 45kKN， 试 确定 工 字 钢 的 型 号 。 








(а) 





(c) 


图 7.13 ”应 用 案例 7-5 图 
IOD 梁 的 弯 矩 图 如 图 7.13(c) 所 示 ， 最 大 弯 拭 在 靠近 固定 端 处 ， 其 绝对 值 为 
Маа, == D2F 
由 附录 中 查 得 ，No.18 工 字 钢 的 抗 弯 截 面 模 量 为 
W. = 185 x 10°mm? 














由 式 (7-14) 得 
L2F<(185 x 106) x (170 х 10%) 

因此 ， 可 知 下 的 最 大 许可 值 为 

[А = N= 262 х 10°N = 26.2kN 
TRE PERA 

F=26kN 

(2) RAF EE М = Е1= 1.2 х 45 x 10N • m= 54 x 10N • m 
按 强 度 条 件 计算 所 需 抗 弯 截 面 系数 为 

М __54х10°№ • mm 


Му. Zm 
[с] 170МРа 


查 附 录 可 知 ，No.22b 工 字 钢 的 抗 弯 截 面 模 量 为 325cm*， 所 以 可 选用 No.22b 工 字 钢 。 





=3.18 x 10%тт? = 318ст? 


A 应 用 案例 7-6 


应 用 案例 7-5 中 的 No.18 Т ЖЖЖ. ЕУ ЛЕН ЕК, ЕНШ ЖЖЖ 
中 荷载 已 = 26.203. 已 知 钢材 的 抗 剪 许 用 应 力 [rz] = 100МРа. 试 按 切 应 力 校 核 梁 的 强度 ， 绘 
出 沿 着 工 字 钢 腹 板 高 度 的 切 应 力 分 布 图 ， 并 计算 腹 板 所 担负 的 剪 力 Ко. 

【 解 】(1) 按 切 应 力 的 强度 校 核 . 

截面 上 的 前 力 Fo = 26.203. 由 附录 查 得 No.18 工 字 钢 截 面 的 几 个 主要 尺寸 如 图 7.14(a) 
所 示 ， 又 由 附录 表 B-3 查 得 
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天 = 1660 x 10*тт“, 2- 154mm 


由 式 (7-16) 得 腹 板 上 的 最 大 切 应 力 为 





Е, з И 

тыа == 262xl0 N/m?= 26.2 х 10%? 
(с (154x103)x(6.5x103) 
5 


= 26.2МРа < 100МРа 
可 见 工 字 钢 的 切 应 力 强度 满足 。 
(2) 沿 腹 板 高 度 切 应 力 的 计算 . 
将 工 字 钢 截面 简化 ， 如 图 7.14(b) 所 示 ， 图 中 
һ = (180—2 х 10.7)mm = 158.6mm 
bi=d=6.5mm 

由 式 (7-16)， 得 腹 板 上 最 大 切 应 力 的 近似 值 为 
„Йу. 26.2 x TO? 
hb (158.6x102)x(6.5x10°) 
= 25.4 x 10°М/т?= 25.4MPa 

这 个 近似 值 与 上 面 所 得 26.2MPa 比较 ， 略 篇 小 ， 误 差 为 3.9%。 腹 板 上 的 最 小 切 应 力 在 
腹 板 与 以 缘 的 连接 处 ， 翼 缘 面 积 对 中 性 轴 的 静 矩 为 


S = (94 x 10°) (10.7 x 10°) x (S]e 


= 87,3 x 10%? 
由 式 (7-7)， 得 腹 板 上 的 最 小 切 应 力 为 

















Tmax 


FS; Ж, 
Таш р 21 为 10 N/m = 21.2МРа 
Г | 





(а) 工 字 钢 截 面 的 主要 八 二 (单位 : mm) (b) T PAARMA (е) 切 应 力 分 布 图 (单位 ， MPa) 
图 7.14 应 用 案例 7-6 图 
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ЖЕШ Tmax 和 zmin 值 后 可 作出 沿 着 腹 板 高 度 的 切 应 力 分 布 图 ， 如 图 7.14(c) 所 示 。 
(3) 腹 板 所 担负 前 力 的 计算 。 
腹 板 所 担负 的 剪 力 Foi 等 于 图 7.14(c) 所 示 剪 力 分 布 图 的 面积 А, 乘 以 腹 板 厚度 Ы. 剪 力 

分 布 图 面积 可 以 用 图 7.14(c) 中 虚线 将 面积 分 为 矩形 和 抛物 线 弓 形 两 部 分 ， 得 

А, = (21.2 x 106) х (158.6 х 10°)N/m +1 х (158.6 х 10°) х [(26.2-21.2) x 10°]N/m 


























= 3890 х 10°N/m 
由 此 得 
Foi = А\Ь, = 25.3 x 10N = 25.3kN 
【案例 点 评 】 
可 见 ， 腹 板 所 担负 的 前 力 占 整 个 截面 剪 力 Fa 的 96.6%。 


N 

[o 
Hi 
ll 
18 
їо 
й 
可 

т: 
© 





前 面 已 指出 ， 在 横 力 弯曲 中 ， 控 制 梁 强度 的 主要 因素 是 梁 的 最 大 正 应 力 ， 梁 的 正 应 力 
强度 条 件 














И ў 
тах 
10] 


为 设计 梁 的 主要 依据 由 这 个 条 件 可 看 出 ,对 于 一 定 长 度 的 梁 ,在 承受 一 定 荷载 的 情况 下 ， 
应 设法 适当 地 安排 梁 所 受 的 力 ， 使 梁 最 大 的 弯 矩 绝对 值 降低 ， 同 时 选用 合理 的 截面 形状 和 
尺寸 ， 使 抗 弯 截 面 模 量 所 值 增 大 ， 以 达到 设计 出 的 梁 满 足 节约 材料 和 安全 适用 的 要 求 。 关 
于 提高 梁 的 抗 弯 强度 问题 ， 分 别 做 以 下 几 方 面 的 讨论 。 


合理 安排 梁 的 受 力 情况 





Omax = 








在 工程 实际 容许 的 情况 下 ， 提 高 梁 强 度 的 一 个 重要 措施 是 合理 安排 梁 的 支 座 和 加 载 方 
式 。 例 如 ， 如 图 7.15(a) 所 示 简 支 粱 ， 承 受 均 布 载荷 qg 作用 ， 如 果 将 梁 两 端的 铵 支 座 各 向 内 
移动 少许 ， 如 移动 0.21/， 如 图 7.15(b) 所 示 ， 则 后 者 的 最 大 弯 矩 仅 为 前 者 的 1/5。 

又 如 ， 图 7.16(a) 所 示 简 支 梁 4B， 在 跨度 中 点 承受 集中 荷载 Fp 作用， 如果 在 梁 的 中 
部 设置 一 长 为 /2 的 辅助 梁 CD， 如 图 7.16(b) 所 示 ， 这 时 ， 梁 АВ 内 的 最 大 弯 和 矩 将 减 / 
一 

上 述 实 例 说 明 ， 合 理 安排 支 座 和 加 载 方式 ， 将 显著 减 小 梁 内 的 最 大 弯 矩 。 
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87.16 简 支 梁 受 力 情况 图 


选用 合理 的 截 形 状 。 











从 抗 弯 强度 考虑 ， 比 较 合理 的 截面 形状 是 使 用 较 小 的 截面 面积 ， 却 能 获得 较 大 抗 弯 截 
面 系 数 的 截面 。 截 面 形状 和 放置 位 置 不 同 ，W/4 比值 不 同 ， 因 此 ， 可 用 比值 WA 来 衡量 
截面 的 合理 性 和 经 济 性 ， 比 值 越 大 ， 所 采用 的 截面 就 越 经 济 合理 。 
现 以 跨 中 受 集中 力作 用 的 简 支 梁 为 例 ， 将 其 截面 形状 分 别 为 圆 形 、 抑 形 和 工 字形 三 种 
情况 做 一 粗略 比较 。 设 三 种 梁 的 面积 4、 跨度 和 材料 都 相同 ， 许 用 正 应 力 为 170MPa， 其 抗 
“ИШ ЖЖ W 和 最 大 承载 力 比 较 见 表 7-1。 



































表 7-1 几 种 常见 截面 形状 的 Wz 和 最 大 承载 力 比较 













截面 形状 












3 
А d= 87.4mm zd’ 65.5 10а? 
ША А = 60cm? 32 
b = 60mm 2 
ж bh? 
形 һ= 100mm 7625 100 " 10 68.0kN 


A= 60cm? 





A=61.05cm° 534 x 10mm? 
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№ 7-1 中 可 以 看 出 ， 和 矩形 截面 比 圆 形 截面 好 ， 工 字形 截面 比 矩 形 截面 好 得 多 。 


从 正 应 力 分 布 规 外 
力 达到 许 用 应 力 值 时 ， 

















配置 较 多 的 材料 ， 将 提高 材料 的 应 














分 析 ， 正 应 力 沿 截面 高 度 线性 分 布 ， 当 离 中 性 轴 最 远 各 点 处 的 正 应 
ыра ACHTE ОВИЕ 因此 , 在 离 中 性 轴 较 远 的 位 置 ， 









































根据 上 述 原则 , X 











如 工 字形 截面 等 。 而 对 于 抗 拉 强 度 低 于 抗 压强 度 的 脆性 材料 梁 ， 则 最 好 采用 中 性 轴 偏 于 





























于 搞 拉 与 抗 压强 度 相同 的 塑性 材料 梁 宜 采 用 对 中 性 轴 对 称 的 截 

















@ = 














拉 一 侧 的 截面 ， 例 如 T 形 和 槽 形 截面 等 。 
采用 变 截 面 梁 





一 般 情况 下 ， 染 内 


RRAS HERA 





HARDE 





ЯНИ ПИЧИ ЛУН]. AIE, ERARE K i SRR R, 
其 余 截 面 的 材料 强度 均 未 得 到 充分 利用 所 因此 ， 在 工程 实际 中 ， 














和 矩 沿 梁 轴 线 的 变化 情况 ， 将 梁 也 相应 设计 成 变 截面 的 。 横 截 面 沿 梁 轴 线 变化 的 梁 ， 
称 为 变 截面 梁 。 如 图 7. 


17(a)、(b) 所 示 上 下 加 焊 盖 板 的 板 梁 和 悬 挑 梁 ， 就 是 根据 各 截面 上 弯 








和 矩 的 不 同 而 采用 的 变 截面 梁 。 如 果 将 变 截面 梁 设 计 为 使 每 个 横 截 面 上 最 大 正 应 力 都 等 于 材 


料 的 许 用 应 力 值 ， 这 利 


' 梁 称 为 等 强度 梁 





这 种 梁 的 材料 消耗 最 少 、 质 量 最 轻 ， 是 最 








合理 的 。 但 实际 上 ， 由 于 自 加 工 制造 等 因素 ”一 般 只 能 近似 地 做 到 等 强度 的 要 求 。 如 
атто). оа АЛОО АНЯ. азр 近 等 强度 要 求 的 形式 。 


ктү 


(а) 


(b) 





Еу? Fw2 


(d) 
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应 力 状态 的 概念 


以 前 有 关 各 章 中 求 的 应 力 ， 是 选 过 所 求 应 力 点 的 横 截 面 上 的 应 力 ， 这 样 求 得 的 应 力 实 
际 上 是 横 截 面 上 的 应 力 。 但 过 一 点 可 以 选取 无 数 个 斜 截面 ， 显 然 斜 截面 上 也 有 应 力 ， 包 括 
正 应 力 和 切 应 力 ， 其 大 小 和 方向 一 般 与 横 截 面 上 的 应 力 不 同 有 时 可 能 首先 达到 危险 值 ， 
使 材料 发 生 破坏 。 实 践 也 给 予 了 证 明 ， 如 混凝土 梁 的 弯曲 破坏 ， 除 了 在 跨 中 底部 发 生 竖 向 
裂缝 外 ,在 其 他 底部 部 位 还 会 发 生 斜 向 裂 链 ， 又 如 铸铁 受 压 破坏 , 裂 颖 是 沿 着 与 杆 轴 成 45。 
角 的 方向 。 为 了 对 构件 进行 强度 计算 ， 必 须 了 解构 件 受 力 后 在 通过 它 的 哪 一 个 截面 和 哪 一 
点 上 的 应 力 最 大 。 因 此 必须 研究 通过 受 力 构件 内 在 一 点 的 各 个 不 同 截面 上 的 应 力 情况 ， 
必须 研究 一 点 的 应 力 状态 。 1 

为 了 研究 某 点 应 力 状态 ， 可 围绕 该 点 取出 一 微小 的 正六 面体 





= 





ари [5]! 
元 体 的 边 长 是 无 穷 小 的 量 ， 可 以 认为 : 作用 在 单元 体 的 各 个 方面 上 的 应 力 都 是 




















































































在 任意 一 对 平行 平 上 的 应 力 是 相等 的 ， 且 代 表 着 通过 所 研究 的 点 并 与 上 述 平 面 平 行 的 面 
上 的 应 力 。 因 此 ! 面 上 的 应 力 就 代表 通过 所 研究 的 :个 互相 垂直 截面 上 站 
应 力 ， 只 要 知道 了 这 三 个 面 上 的 应 力 ， 则 其 他 任意 截面 上 的 应 力 都 可 通过 截 ш, Ж 














样 ， 该 点 的 应 为 状态 就 可 以 完全 确定 。 因 此 ?可 用 单元 体 的 三 个 互相 垂直 平面 上 的 应 力 来 
表示 一 点 的 应 力 状 态 。 

图 7.18 表示 一 轴 向 拉 伸 杆 ， 若 在 任意 4、B 两 点 处 各 取出 一 单元 体 ， 如 选 的 单元 体 的 一 
个 相对 面 为 横 截 面 ， 则 在 它们 的 三 对 平行 平面 上 作用 的 应 力 都 可 由 前 面 的 公式 算出 ， 故 可 以 
说 4、B 点 的 应 力 状态 是 完全 确定 的 。 其 他 点 也 是 一 样 。 又 如 图 7.19 所 示 一 受 横 力 弯曲 的 梁 ， 
若 在 4、B、C、DD 等 点 各 取出 一 单元 体 ， 如 单元 体 的 一 个 相对 面 为 模 截面 ， 则 在 它们 的 三 对 
平行 平面 上 的 应 力也 可 由 前 面 的 公式 算出 ， 故 这 些 点 的 应 力 状态 也 是 完全 确定 的 。 











































































































图 7.18 轴 向 拉 伸 杆 应 力 状态 图 97.19 梁 应 力 状态 图 
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根据 一 点 的 应 力 状态 中 
和 平面 应 力 状 态 。 全 部 应 力 


























过 某 点 选取 的 单元 体 ， 
过 受 力 构 件 的 每 一 点 ， 都 
等 于 零 ， 而 只 有 正 应 力 。 









































中 的 点 4 及 图 7.19 中 的 4、 
样 的 单元 体 称 为 主 单元 体 ， 

实际 上 ， 在 受 力 构 件 内 
应 力 ， 故 应 力 状 态 又 可 分 下 














面 内 而 在 空间 里 分 布 ， 称 为 空间 应 力 状态 


平面 上 的 正 应 力 称 为 主 应 力 。 
应 力 ， 其 中 代表 数值 最 大 的 主 应 力 ，o3 代表 数值 最 小 的 主 应 力 。 容 易 知 道 ， 在 图 7.18 


第 7: 区 jy 





各 应 力 在 空间 的 不 同位 置 ， 可 以 将 应 力 状态 分 为 空间 应 力 状 态 
位 于 同一 平面 内 时 ， 称 为 平面 应 力 状态 ， 全 部 应 力 不 在 同一 平 





其 各 面 [一 般 都 有 正 应 力 和 切 应 力 。 根据 弹性 力学 中 的 研究 ， 
可 以 取出 一 个 这 样 的 单元 体 ， 在 三 对 相互 垂直 的 相对 面 上 切 应 
这 样 的 单元 体 称 为 主 单元 体 ， 这 样 的 单元 体面 称 为 主 平面 。 主 
通常 用 字母 cl、az 和 os 代表 分 别 作 用 在 这 三 对 主 平面 上 的 主 







































































C 两 点 处 所 取 的 单元 体 的 各 平行 平面 上 的 切 应 力 都 等 于 零 ， 这 
主 平面 上 的 正 应 力 即 为 主 应 力 。 
所 取出 的 主 应 力 单元 体 上 ， 不 一 定 在 三 ахі -都 存在 有 主 
列 三 类 。 
































(1) 单 向 应 力 状态 。 在 三 个 相对 面 上 三 个 主 应 力 中 只 有 六 个 主 应 力 不 等 于 零 。 例 如 ， 





图 7.18 中 点 4 和 图 7.19 中 4、C 两 点 的 应 力 状 态 都 属于 单 向 应 力 状态 。 
(2) 双向 应 力 状 态 (平面 





个 相对 面 上 三 个 主 应 力 中 有 两 个 主 应 力 不 等 于 





应 力 状态 )。 


零 。 例如， 图 7.19 所 示 В. Р 两 点 的 应 力 状态 * 在 平面 应 力 状 态 里 ， 有 时 会 遇 到 一 种 特例 ， 


此 时 ， 单 元 体 的 四 个 侧面 上 只 


在 纯 扭 转变 形 中 ， 如 选取 横 








有 切 应 力 而 无 正 应 力 ， 这 种 状态 称 为 纯 剪 切 应 力 状态 。 例 如 ， 


截面 为 二 个 相对 面 的 单元 体 就 是 这 种 情况 。 








(3) 三 向 应 力 状 态 (空间 有 
接触 处 附近 的 材料 就 是 处 在 三 


应 力 状态 )。 其 三 个 主 应 力 都 不 等 于 零 。 例 如 ， 列 车 车 轮 与 钢轨 
;向 应 为 状态 下 ， 如 图 720 所 示 。 





图 7.20 三 向 应 力 状态 图 





通常 也 将 单 向 应 力 状态 称 为 简单 应 力 状态 ， 而 将 双向 应 力 状态 及 三 向 应 力 状态 称 为 复 





要 进行 构件 的 强度 分 析 ， 需 要 知道 确定 的 应 力 状态 中 的 各 个 主 应 力 和 最 大 切 应 力 以 
及 它们 的 方位 。 求 解 的 方法 就 是 选取 一 单元 体 ， 用 截面 法 截取 单元 体 ， 利 用 静 力 平衡 方 


程 求解 各 个 方位 上 的 应 力 。 

















具体 求法 和 相关 规律 可 参阅 相关 资料 。 限 于 篇 幅 ， 这 里 不 再 
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强度 理论 


各 种 材料 因 
现象 、 出 现 塑性 变形 为 失效 的 标志 。 脆 性 材料 




















可 统称 为 失效 应 力 。 失 效应 力 除 以 安全 因数 ， 

















方面 构件 内 的 应 力 状 态 比 较 简单 ， 另 一 方面 用 
失效 应 力 值 比较 容易 实现 。 

实际 构件 危险 点 的 应 力 状态 往往 不 是 单 向 
要 比 单 向 拉 伸 或 压缩 困难 得 多 ， 有 的 是 很 难 用 
应 力 状态 中 应 力 组 合 的 方式 和 比值 ， 又 有 各 科 
失效 状态 ， 建 立 强度 条 件 ， 则 必须 对 各 种 各 村 
然后 建立 强度 条 件 。 由 于 技术 上 的 


























强度 不 足 而 引起 的 失效 现象 是 不 同 的 。 塑 料 材料 ， 如 普通 碳 钢 ， 以 发 生 
， 如 铸铁 ， 失 效 现象 是 突然 断裂 。 在 单 
情况 下 ,出 现 塑性 变形 时 的 屈服 极限 cs 和 发 生 断 裂 时 的 强度 极限 ao, 可 
便 得 到 许 用 应 力 [o]， 于 是 建立 强度 条 件 。 
可 见 ， 在 单 向 应 力 状态 下 ， 失 效 状 态 或 强度 条 件 以 试验 为 基础 是 容易 建立 的 。 








上 屈服 
受 力 
和 an 


А] 








WAWE. os 

















因为 一 
Ga 过 [ca] 接 近 这 类 构件 受 力 情况 的 试验 装置 求 





应 力 状态 。 实现 接近 复杂 应 力 状态 下 的 试验 ， 
试验 的 办 法 来 确定 失效 应 力 的 。 况 且 ， 复 杂 
可 能 。 如 果 像 单 向 拉 伸 一 样 ， 靠 试验 来 确定 
的 应 力 状态 一 二 进 行 试验 ， 确 定 失效 应 力 





困难 和 工作 上 的 繁重 7 往往 是 难以 实现 的 。 


经 过 大 量 的 生产 实践 和 科学 试验 ， 人 们 发 现 ,~ 尽管 失效 现象 比较 复杂 ， 但 经 过 归纳 ， 
强度 不 足 引起 的 失效 现象 主要 有 两 种 形式 : 二 种 是 断裂 ， 包括 拉 断 、 压 坏 和 剪断 ， 另 一 种 
是 塑性 流动 ， 即 构件 发 生 较 大 的 塑性 变形 ， 从 而 影响 正常 使 用 。 但 是 ， 要 确定 哪 一 种 材料 
在 达到 危险 状态 时 必定 是 断裂 或 塑性 流动 / 哪 一 类 构件 在 达到 危险 状态 时 必定 是 拉 断 或 是 
剪断 是 不 可 能 的 。 因 为 由 同一 种 材料 制 成 的 构件 在 不 同 的 荷载 作用 下 ， 或 者 同一 类 构件 所 


处 的 荷载 条 件 相 同 ， 但 材料 不 
一 样 。 例 
k, (EZE 
车 该 杆 由 
为 了 解决 强度 问题 ， 人 们 在 
强度 失效 提出 各 种 假说 。 这 些 假 
形 等 因素 中 某 一 因素 引起 的 ， 可 
的 某 一 因素 ， 作 为 衡量 在 复杂 应 
这 些 假 说 通常 称 为 强度 理论 。 利 
力 状 态 的 强度 条 件 。 

强度 理 
生产 实践 来 检验 。 经 常 是 适用 
条 件 下 适用 的 理论 ， 却 又 不 适 


复杂 应 力 状 态 下， 有 时 会 发 生 脆性 断 


























力 状 态 下 达到 
用 强度 理论 ， 





DA 






































同 ; 所 达到 的 危险 状态 不 一 定 都 相同 ， 即 失效 的 情况 不 一 定 
如 ， 低 碳 钢 制 成 的 构件 在 单 向 应 力 状态 下 会 发 生 明 显 的 塑性 流动 ， 即 材料 发 生 届 


裂 六 而 无 明显 的 塑性 流动 ， 又 如 受 扭 的 圆 杆 ， 


木材 做 成 则 沿 纵 截面 剪断 ， 而 和 铸铁 制 成 时 ， 则 沿 45* 方 向 拉 断 。 

长 期 的 生产 活动 中 ， 综 合 分 析 材料 的 失效 现象 和 资料 ， 对 
说 认为 ， 材 料 之 所 以 按 某 种 方式 失效 ， 是 应 力 、 应 变 或 变 
[以 根据 材料 受 


简单 拉 伸 或 压缩 时 达到 危险 状态 (失效 状态 ) 
危险 状态 的 强度 准则 , 由 此 建立 起 强度 条 件 。 
便 可 由 简单 应 力 状态 的 试验 结果 ， 建 立 复杂 




















论 既 然 是 推测 强度 失效 原因 的 一 些 假说 ， 它 是 否 正 确 ， 适 用 于 什么 情况 ， 必 须 
于 某 种 材料 的 强度 理论 ， 寺 
于 另 一 种 条 件 








fF 不 适用 





于 另 一 种 材料 ， 在 某 种 











下 面 只 介绍 了 工程 中 常用 
用 于 


各 种 强度 理论 还 不 能 说 已 经 
1. 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ) 
这 一 理论 认为 最 大 拉 应 力 是 引起 断裂 的 3 








的 强度 理论 及 相应 的 强度 条 件 。 这 些 都 是 在 常温 、 静 载荷 下 
当然 ， 强 度 理论 远 不 止 这 几 种 。 而 且 ， 现 有 


面 仍然 有 待 探索 和 发 























适 
的 
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9、 连续 、 各 向 同性 材料 的 强度 理论 。 
满 地 解决 了 所 有 强度 问题 。 在 这 方 


EHA 
最 大 拉 应 力 达 到 与 材料 性 质 有 关 的 某 一 极限 值 ， 则 材料 就 发 生 强 度 失效 。 这 一 极限 值 





со 








只 


^ 





素 ， 即 认为 无 论 是 什么 应 力 状态 ， 只 要 


单 
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向 应 力 状 态 来 确定 。 这 一 理论 也 可 以 表述 为 : 材料 在 复杂 应 力 状态 下 达到 危险 状态 的 标志 
是 它 的 最 大 拉 应 力 ci 达到 该 材料 在 简单 拉 伸 时 最 大 拉 应 力 的 危险 值 。 

根据 这 一 理论 ， 其 强度 条 件 为 
o1<[o] (7-17) 
式 中 ，ci 一 一 材料 在 复杂 应 力 状态 下 的 最 大 拉 应 力 ; 

[co] 一 一 材料 在 简单 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 力 。 

铸铁 等 脆性 材料 在 单 向 拉 伸 下 ， 断 裂 发 生 于 拉 应 力 最 大 的 横 截 面 。 脆 性 材料 的 扭转 也 是 
沿 拉 应 力 最 大 的 斜面 发 生 断 裂 。 这 些 都 与 最 大 拉 应 力 理论 相符 。 实 践 证 明 ， 此 理论 对 于 某 些 
脆性 材料 受 拉 伸 而 断裂 的 情况 比较 符合 ， 但 对 塑性 材料 受 拉 情 况 就 不 符合 。 这 一 理论 没有 考 
虑 其 他 两 个 应 力 的 影响 ， 且 对 没有 拉 应 力 的 应 力 状态 (如 单 向 压缩 、 三 向 压缩 等 ) 不 适用 。 

2.， 最 大 伸 长 线 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 

这 一 理论 认为 最 大 伸 长 线 应 变 是 引起 断裂 的 主要 因素 / 即 认 为 无 论 什么 应 力 状态 ， 只 
要 最 大 伸 长 线 应 变 s 达到 与 材料 性 质 有 关 的 某 一 极限 ,< 材料 即 发 生 断 裂 。a1 的 极限 值 由 单 
向 拉 伸 来 确定 。 设 单 向 拉 伸 直 到 断裂 仍 可 用 胡 克 定律 计算 应 变 ， 则 拉 断 时 伸 长 线 应 变 的 极 


Ийе =. 按照 这 一 理论 ， 任意 应 力 状态 下 (页 要 = 达到 极限 值 全 ， 材 料 就 发 生 断 
裂 。 故 得 断裂 准则 为 












































本 (а) 


由 广义 胡 克 定律 有 
a1= Flo, -ua +о\)] ©) 
代入 式 (0)， 得 断裂 准则 
01- п(92+ оз) = оъ (с) 
于 是 第 二 强度 理论 的 强度 条 件 是 
oi- (02+ 03)<[o] (7-18) 





式 中 ，cu 02, 03 一 一 材料 在 复杂 应 力 状 态 下 的 三 个 主 应 力 ; 
[c] 一 一 材料 在 简单 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 力 ， 即 ce 除 以 安全 因数 得 到 许 用 应 力 。 
这 一 理论 能 很 好 地 解释 了 石料 或 混凝土 等 脆性 材料 受 轴 向 压缩 时 ， 沿 纵向 发 生 的 断裂 
破坏 ， 因 为 最 大 拉 应 变 发 生 在 横向 。 
3， 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 


这 一 理论 认为 最 大 切 应力 是 引起 塑性 届 服 的 主要 因素 ， 只 要 最 大 切 应 力 rmax 达到 与 材 
料 性 质 有 关 的 某 一 极限 值 ， 材 料 就 发 生 届 服 ， 即 认为 无 论 在 什么 应 力 状 态 下 ， 材 料 达 到 危 
险 状态 的 标志 是 它 的 最 大 切 应 力 达 到 该 材料 在 简单 拉 伸 或 压缩 时 最 大 切 应 力 的 危险 值 。 单 
向 拉 伸 下 ， 当 与 轴线 成 45" 的 斜 截面 上 的 rmax = as/2 时 (这 时 ， 横 截面 上 的 正 应 力 为 cJ， 出 
现 塑性 届 服 。 可 见 ，os/2 就 是 导致 届 服 的 最 大 切 应 力 的 极限 值 。 在 任意 应 力 状态 下 : 
о-о, 


2 













































































Tmax 一 (4) 


于 是 得 屈服 准则 
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01-6; „о, 
2 Фф = 
Bp 
017 03= as @) 
按 第 三 强度 理论 建立 的 强度 条 件 为 
-o3<[o] (7-19) 


RF, о, oy 一 材料 在 复杂 应 力 状态 下 的 主 应 力 ; 
a] 一 一 材料 在 简单 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 力 。 

最 大 切 应 力 理论 较为 令 人 满意 地 解释 了 塑性 材料 的 届 服 现象 ， 因 为 一 般 塑 性 材料 达到 
的 危险 状态 是 塑性 流动 ， 而 这 正 是 切 应力 引 起 的 。 例 如 ， 低 碳 钢 拉 伸 时 ， 沿 与 轴线 成 45° 
的 方向 出 现 滑 移 线 ， 是 材料 内 部 这 一 方向 滑 移 的 痕迹 。 沿 这 ша 上 切 应 力也 怡 为 
最 大 值 。 在 机 械 和 钢 结构 设计 中 常用 此 理论 。 


4， 形 状 改变 比 能 理论 (第 四 强度 理论 ) 


弹性 体 在 外 力作 用 下 产生 变形 ， 在 变形 过 程 中 ,。 Жинн Ый. 根据 能 量 
恒定 律 可 知 ， 如 果 所 加 的 外 力 是 静 荷 载 ， ime саш шаи шанк 
的 位 能 ， 即 所 谓 应 变 能 。 处 在 外 力作 用 下 的 单元 体 ， 其 体积 和 形状 一 般 均 发 生 改变 ， 故 应 
变 能 又 可 分 解 为 形状 改变 能 和 体积 改变 能 》 _ 单 位 体积 内 的 应 变 能 称 为 比 能 ， 而 单位 体积 内 
的 形状 改变 能 称 为 形状 改变 比 能 >、 

第 四 强度 理论 认为 形状 改变 比 能 证 引起 盟 性 届 服 的 于 要 因素 ， 即 认为 无 论 在 什么 应 力 
状态 下 ， 只 要 单元 体形 状 改 变 比 能 ur 达到 材料 在 简单 拉 伸 或 压 缩 时 单元 体 的 形状 改变 比 能 
ТҮҮ -极限 值 ) 时 材料 就 发 生 塑 性 屈服 = 单 向 拉 伸 时 ， 届 服 应 力 为 cv， 相 应 的 形 


‚Кесе Л, жатаи Каре HE AERA 故 形状 改变 比 能 届 服 准 
则 为 N 



































《~ 














-IH (oy 
Mt 3 (с) (в) 
在 单 向 应 力 状态 下 ，o1 = 
在 复杂 应 力 状态 下 ， 单 元 体 的 形状 改变 比 能 为 


«= [lc- 0.) +(о› -0) + (о, — о\)* ] 
代入 式 (g)， 整 理 后 得 届 服 准则 为 
үңө, -0,} + (оу -0) + (о) -0) ]= о, 
于 是 ， 按 第 四 强度 理论 得 到 其 强度 条 件 为 
He -0,} +(0,-0;} +(0, -9) | <lo] (1-20) 


H, or on cs- 一 材料 在 复杂 应 力 状态 下 的 三 个 主 应 力 ; 
[a] 一 材料 在 简单 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 力 。 
实践 证 明 ， 形 状 改变 比 能 届 服 准则 对 如 钢 、 铜 、 铝 等 几 种 塑性 材料 比较 符合 ， 比 第 三 
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强度 理论 更 接近 实际 情况 。 所 以 ， 在 机 械 和 钢 结构 设计 中 常用 这 一 理论 。 
5， 英 尔 强度 理论 
英 尔 认为 ， 最 大 切 应 力 是 使 物体 破坏 的 主要 因素 ， 但 滑 移 面 上 的 摩擦 力也 不 可 忽略 ( 黄 
尔 摩 探 定律 )。 综 合 最 大 切 应 力 及 最 大 正 应 力 的 因素 ， 莫 尔 得 出 的 强度 理论 如 下 : 
在 不 同 应 力 状 态 下 ， 材 料 破 坏 面 上 的 正 应 力 c 与 切 应 力 r 在 c - z 坐 标 系 中 确定 了 一 条 
线 ， 称 之 为 极限 曲线 。 当 c 一 定时 ，z 越 大 越 容 易 破 坏 ， 即 极限 曲线 上 的 点 必 为 破坏 时 三 
向 应 力 圆 中 外 圆 上 的 点 。 我 们 把 一 点 处 材料 破坏 时 的 最 大 应 力 圆 称 为 极限 应 力 圆 。 
莫 尔 认为 ， 材 料 在 各 种 不 同 的 应 力 状 态 下 ， 发 生 破坏 时 的 所 有 极限 应 力 圆 的 包 络 线 为 
材料 的 极限 曲线 ， 无 论 一 点 处 的 应 力 状 态 如 何 ， 只 要 最 大 应 力 圆 与 极限 曲线 相 切 ， 材 料 就 
发 生 强 度 失效 ， 其 切 点 对 应 该 破坏 面 。 
英 尔 强度 条 件 为 
oi- © 0301] (7-21) 
о, 
式 中 ， cu as 一 一 材料 在 复杂 应 力 状 态 下 的 主 应 力 ; 


[о], [ce] 一 一 材料 在 简单 拉 伸 时 的 许 用 拉 应 办 和 许 用 压 应 力 。 
当 as =0 时 ， 英 尔 强 度 理论 即 为 最 大 拉 应 为 理论 ; o= 0 时 ， 
#[01]= [al= [ac]， 则 其 成 为 最 大 切 应 力 理 论 * 













为 单 向 拉 压 强度 条 件 ; 


对 于 拉 压 强度 不 同 的 脆性 材料 ,如 铸铁 、 岩 石和 土 体 等 ， 在 以 压 为 主 的 应 力 状态 下 ， 
该 理论 与 试验 结果 符合 得 较 好 % 1 
综合 以 上 强度 理论 所 建立 的 强度 条 件 ， 可 以 写 出 统一 的 形式 : 
or<[a] (7-22) 
式 中 ，o 称 为 相当 应 力 。 它 由 三 个 主 应 力 按 一 定形 式 组 合 而 成 。 按 照 第 一 强度 理论 到 第 四 
强度 理论 和 葛 尔 强度 理论 的 顺序 ， 相 当 应 为 分 别 为 


бп = С 
бр= с1- и(0:+ сз) 
Оз= 01- 








1 2 2 2 
с. -e -0,) +(0, -0,) +(в, -о\)*] 
OM= O17 оз 


юл. ла 








前 面 分 析 了 梁 的 正 应 力 和 切 应 力 问 题 。 从 实际 工程 中 ， 我 们 可 以 观察 到 下 
钢筋 混凝土 梁 上 出 现 斜 裂 缝 。 为 了 分 析出 现 斜 裂缝 的 原因 ， 首 先 要 研究 斜 截 面 

1， 梁 的 主 应 力 及 主 方向 

在 梁 的 任意 截面 т—т ЕҢ 1、2、3、4、5 点 [图 7.21(a)]， 








H 


















































Ч5 aE 

















的 现象 : 
上 的 应 力 。 


五 个 微 元 体 











HI 
[图 7.21(b)]， 微 元 1 点 和 5 点 横 截面 只 有 一 个 正 应 力 ， 无 切 应 力 ， 





它 在 杆 横 截面 的 上 、 
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边缘 处 ,与 在 轴 向 拉 伸 杆 件 中 取出 的 微 元 体 一 样 ， 属 单 向 应 力 状态 。 微 元 3 点 横 截 面 有 最 
大 切 应 力 ， 无 正 应 力 ， 它 在 横 截 面 的 中 性 轴 上 ， 属 于 纯 切 应 力 状 态 (双向 应 力 状 态 )。 横 截 
面 上 除了 上 、 下 边缘 各 点 和 中 性 轴 上 各 点 之 外 ， 在 横 截 面 上 的 其 他 的 点 既 有 正 应 力 ， 又 有 
切 应 力 存 在 ， 如 微 元 2 点 和 4 点 ， 即 属于 一 般 平面 应 力 状态 。 



























































(b) (с) 











图 7.21 弯曲 杆 的 5 个 微 元 体 图 




















下 面 来 分 别 讨论 梁 的 主 应 力 计算 
(1) 微 元 1 点 和 5 点 









































(2) 一 般 微 元 [图 7.22(a)] 可 
tw 为 
М.у 
о, =с=—— 
1. 
Ty= T= PS: 
У Ib 
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属 单 向 应 力 状态 ， 横 截面 上 的 正 应 力 就 是 主 应 力 ; 
式 (7-D 和 式 (7-7) 分 别 计算 出 各 点 横 截面 上 的 应 力 ac* 和 








в” 


然后 分 别 计算 各 点 的 主 应 力 值 和 其 所 在 主 平面 的 主 方向 。 
с, +С, 





о, -0, 2 
+ +r == 
2 [ 2 2 











然后 求 其 所 在 主 平面 的 主 方向 。 画 微 元 的 于 
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tan20, =- =- 
а, 





2т„ 








87.22 ” 梁 一 般 微 元 的 应 力 状态 及 主 应 力 
2.， 梁 截面 内 的 最 大 切 应 力 


梁 截面 内 最 大 切 应 力 值 为 





(7-23a) 


(7-23b) 


(7-24) 














(7-25) 
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梁 截 面 内 最 大 切 应 力 所 在 的 方向 面 ， 与 主 应 力 所 在 的 主 方向 成 45° 角 。 


/ 
> 应 用 案例 7-7 

简 支 梁 受 力 如 图 7.23(a) 所 示 。 截面 为 No.28b 工 字 型 钢 ， 尺 寸 如 图 7.23(d) 所 示 ， 夺 = 
7480ст“, 1/5 = 24.2ст, №. = 534.3cm3， 试 求 梁 内 最 大 正 应 力 amas 和 最 大 切 应 力 rmax， 以 
及 腹 极 与 翼 缘 交 连 区 已 点 的 主 应 力 。 

















(а) 200kN 200kN 
А © D B 
10,421 1.66т ‚42! 
2.5m 
(b) 200kN 
Е 
(с) 200kN 
ма 
84КМ * m 
жы 
a S Ар . af + [ене 
Twas т=57.6МРа 
Omax 
(e) (0 (2) 





87.23 工 字 型 钢 梁 受 力 示 图 


【和 解 】(1) 作 梁 的 内 力图 [图 7.23(b)、(c)]， 可 知 梁 截面 C、D 处 的 弯 矩 前 力 均 为 最 大 ， 
是 危险 截面 ， 其 内 力 为 




















М.с=84КМ + m 
Foc =200kN 
(2) 计算 梁 内 最 大 正 应 力 ， 在 梁 CD 段 的 横 截 面 的 下 边缘 各 点 处 : 
се ie = = -a МРа= 157.22MPa 
(3) 计算 梁 内 最 大 切 应 力 ， 在 梁 4C 或 DB 段 的 横 截面 的 中 性 轴 上 各 点 处 (DB 段 切 应 


力 为 负 ): 
_RcS __ Fe _ 200x10 


= = —= = 78.71MPa 
Id (L/S)d 242x10.5 





Tmax 
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求 已 点 的 主 应 力 ， 因 C、DD 截面 上 有 最 大 的 弯 矩 和 前 力 值 ， 在 EE 点 处 有 和 较 大 的 正 应 力 和 切 
应 力 值 [图 7.23(e)、(f)]， 两 者 组 合作 用 使 EE 点 处 产生 全 梁 最 大 的 主 应 力 : 


| 6 
ор= с, = езш 1263 ра х 141.83МРа 














I, 7480х10* 
Г" жох павал (1263+ 37] 
тЕ= туу =—9СЕ = - МРа = 57.60МРа 
Ld 7480х10°* x10.5 
су=©=+ (=) а pA (Ss] +(57.6): | MPa = 162.28MPa 
2 2 2 2 
Co2=0 
o=% = +e fjes (=5) Т 


3， 梁 内 主 应 力 迹 线 


若 在 梁 内 取 若干 个 横 截 面 ， 从 其 中 任 一 横 截 面 4 一 1 上 的 任 一 点 a 开始 ， 求 出 a 点 处 的 主 

应 力 (如 主 拉 应 力 o“ ) 方 向 ， 将 它 延长 与 邻近 下 个 横 截面 2 一 2 相交 于 bp， 又 求 出 5 点 处 的 主 应 

力 方 向 ， 延 长 后 与 邻近 的 3 一 3 横 截面 相交 ; 再 求 交点 处 的 主 应 力 方向 …… 如 此 继续 进行 下 去 ， 

便 可 得 到 一 根 折线 ， 如 图 7.24(a) 所 示 % 如 果 截 面 取 得 很 多 县 很 密集 ， 则 折线 就 成 为 一 条 光滑 的 
线 。 这 根 曲 线 上 任意 一 点 的 切线 就 是 该 点 处 主 应 力 的 方向 过 此 曲线 称 为 主 应 力 迹 线 。 

(а) 123456 










































































87.24 梁 内 主 应 力 迹 线 图 
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主 应 力 的 性 质 可 知 ， 梁 内 主 应 力 有 主 拉 应 力 c” 和 主 压 应 力 o ,它们 的 方向 必 互 相 正 
交 。 根 据 所 得 资料 ， 可 以 绘 出 两 组 互相 正 交 的 曲线 ， 一 组 为 主 拉 应 力 迹 线 ， 另 一 组 为 主 
压 应 力 迹 线 。 和 拢 形 截面 简 支 粱 承受 均 布 荷载 作用 下 的 两 组 主 应 力 迹 线 绘 于 图 7.24(b) 中 。 
实 线 代 表 主 拉 应 力 cz- 的 迹 线 , 虚线 代表 主 压 应 力 o 的 迹 线 。 因 为 在 梁 顶 及 梁 底 部 处 各 点 的 
切 应 力 等 于 零 ， 所 以 主 应 力 迹 线 为 水 平 或 垂直 。 在 中 性 层 处 的 应 力 单元 体 是 纯 切 应 力 单元 
体 ， 即 这 些 点 的 单元 体 上 无 正 应 力 ， 所 以 中 性 层 上 各 点 的 主 应 力 迹 线 与 水 平 线 x 轴 成 45° 
倾斜。 

在 钢筋 混凝土 粱 中， 混凝土 抗 拉 能 力 很 差 ， 主 拉 应 力主 要 由 钢筋 来 承担 ， 所 以 钢筋 应 
该 尽 可 能 地 沿 着 主 拉 应 力 cz” 的 方向 放置 。 钢筋 混凝土 矩形 截面 简 支 梁 承 受 均 布 荷载 时 的 钢 
筋 布置 如 图 7.24(c) 所 示 。 
































































































































бл ада 


(1) REDE DH, RADERA BRAJA IERE, 与 此 相对 应 的 应 力也 有 
两 种 切 应 力 和 正 应 力 。 切 应 力 与 截面 相 切 ， 而 地力 与 截面 委 直 。 
(2) 梁平 面 育 曲 时 正 应 力 计算 公式 为 K 


„M 
Ey 
I 


正 应 力 在 横 截 面 上 沿 高 度 成 线性 分 布 ， 在 中 性 轴 处 正 应 力 为 零 ， 截 面 上 下 边缘 处 正 应 
力 最 大 。 S А 
(3) 梁平 面 弯曲 时 切 应 力 计算 公式 为 
a Е,5; 

X 1b 

MANÈH #ЕЖ AD Rih, Tie AA TATRA tAk atA i eA 
面 形式 ， 如 工 字 形 、T 形 截面 梁 等 。 对 不 同 截 面 梁 计 算 时 ， 应 注意 代入 相应 的 b 和 Si。 切 
应 力 沿 截面 高 度 呈 二 次 抛物 线 规律 分 布 ， 中 性 轴 处 的 切 应 力 最 大 

(4) 梁 的 强度 计算 中 ， 正 应 力 强度 条 件 和 切 应 力 强度 条 件 必 须 同 时 满足 。 其 公式 为 


=ч! 





Ж 


О тах 


Кы 
= Oma ma 一 
Tmax [rT 
7 [т] 


对 于 一 般 染 ， 正 应 力 强度 条 件 起 控制 作用 ， 切 应 力 是 次 要 的 ， 即 满足 正 应 力 强度 条 件 
时 ， 一 般 切 应 力 强度 条 件 也 能 得 到 满足 。 因 此 ， 在 应 用 强度 条 件 解决 强度 校 核 、 选 取 截 面 
和 确定 容许 荷载 问题 时 ， 一 般 都 先 按 正 应 力 强度 条 件 进行 计算 ， 然 后 再 用 切 应 力 强度 条 件 
校 核 。 

(5) 截面 几何 性 质 中 ， 需 要 掌握 形 心 位 置 、 静 矩 和 惯性 矩 的 计算 。 主 要 是 对 于 由 规则 
图 形 组 成 的 不 规则 图 形 的 计算 。 

(6) 研究 材料 的 破坏 ， 需 要 知道 构件 中 一 点 的 应 力 情况 。 过 受 力 构 件 内 任 一 点 的 各 个 
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不 同 截面 上 的 应 力 情况 集合 ， 称 为 一 点 的 应 力 状态 。 为 了 解决 强度 问题 ， 在 综合 分 析 材料 
失效 的 基础 上 ， 对 强度 失效 提出 各 种 假说 。 这 些 假 说 就 称 为 强度 理论 ， 即 认为 材料 之 所 以 
按 某 种 方式 失效 ， 是 应 力 、 应 变 或 变形 等 因素 中 某 一 因素 引起 的 ， 可 以 根据 材料 受 简单 拉 
伸 或 压缩 时 达到 危险 状态 (失效 状态 ) 的 某 一 因素 ， 作 为 衡量 在 复杂 应 力 状态 下 达到 危险 状 
态 的 强度 准则 ， 由 此 建立 起 强度 条 件 。 利 用 强度 理论 ， 便 可 由 简单 应 力 状态 的 试验 结果 
建立 复杂 应 力 状态 的 强度 条 件 。 应 注意 五 个 强度 理论 的 适用 条 件 。 

(7) 梁 内 主 应 力 迹 线 。 








梁 内 各 点 的 主 应 力 值 
/= (2) 2 
o'=—=+ | +r 
2 2 z 
-a 
o"=—=- |=] +r 
2 2 á 
с"=0 
梁 内 各 点 的 主 应 力 所 在 主 平面 的 主 方向 
2r, 2r, 
tan20 = 一 z^ - 
Aer с, 
Аар К 7] mesa 
2 клн 
„йл | к БЕ; 
2 E 


梁 堆 面 内 最 大 切 应 访 所 在 的 方向 面 ， 与 主 应 力 所 在 的 主 方向 成 45" 角 。 【资料 阅读 】 
GS 考题 


(1) 推导 梁平 面 弯曲 正 应 力 公式 时 做 了 哪些 假设 ?在 什么 条 件 下 才 是 正确 的 ?为 什么 
要 做 这 些 假设 ? 

(2) 在 什么 条 件 下 梁 只 发 生平 面 弯曲 ? 

(3) 什么 是 中 性 层 和 中 性 轴 ? 为 什么 直 梁 平面 弯曲 时 中 性 轴 通过 截面 形 心 ? 

(4) 提高 梁 的 弯曲 强度 有 哪些 措施 ? 

(5) 在 横向 承载 力作 用 下 ， 两 个 相同 截面 的 梁 放置 在 一 起 。 如 图 7.25 所 示 ， 不 同 的 放 


置 方法 有 何不 同 ? 
4 
N 5S 
f @) ® (9 











图 7.25 思考 题 (5) 图 
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бэ аә) 


一 、 填 空 是 
(1) 强度 条 件 有 三 方面 的 力学 计算 分 别 是 
(2) 梁 的 中 性 层 与 横 截面 的 交 线 称 为 
(3) 梁 横 截面 上 的 最 大 正 应 力 发 生 在 距 最 远 的 上 下 边缘 处 。 
(4) 梁 中 既 不 伸 长 也 不 缩短 的 纤维 层 称 为 。 
人 
用 ， 了 的 单位 应 采用 
(6) 宽 为 a、 BAD бзел ни аат 
(7) Ж ер4л®% ш АКТ ___.. 
(8) 认为 最 大 伸 长 线 应 变 是 引起 断裂 的 主要 因素 。 
二 、 单 选 题 NY ee 
(1) 梁 横 截面 上 索 矩 的 正 负 号 规定 为 (“ 上 六 
A， 顺 时 针 转 向 为 正 ， 逆 时 针 转 向 为 负 
B， 逆 时 针 转 向 为 正 ， 顺 时 针 转 向 为 负 
С. 使 所 选 脱离 体 下 侧 受 拉 为 正 ， 反 之 为 负 
D. 使 所 选 脱离 体 上 侧 受 拉 为 正 ， 反 之 为 次- 
梁 横 截面 上 剪 方 的 正 负 号 规定 为 ( у 人 
A， 向 上 作用 的 剪 力 为 正 ， 向 下 作用 的 前 力 为 负 
В. 询 下 作用 的 剪 力 为 正 ， 向 上 作用 的 剪 力 为 负 
С. 使 所 选 脱离 体 顺 时 针 转 为 正 ， 反 之 为 负 
D. 使 所 选 脱 离 体 北 时 针 转 为 正 ， 反 之 为 负 
(3) 梁 中 各 横 截 面 上 只 有 弯 矩 没有 剪 力 的 弯曲 称 为 ( ) 








(2 


А. Ў В. #8 С. #1 D. ЕЖ 
(4) 梁 在 纯 弯曲 变形 后 的 中 性 层 长 度 ( ) 
А. 伸 长 B. 不 变 С. 缩短 D. 伸 长 和 缩短 
(5) 对 于 脆性 材料 梁 ， 从 强度 方面 来 看 截面 形状 最 好 采用 ( ). 
А. 矩形 B. 工 形 с. 工 字形 р. Ж 
(6) 梁 横 截面 上 谊 曲 正 应 力 为 零 的 点 发 生 在 截面 的 ( ) 
А. 最 上 端 B. 最 下 端 
С. 中 性 轴 上 D. 离 中 性 轴 1/3 处 
(7) 对 于 许 用 拉 应 力 与 许 用 压 应 力 相 等 的 直 梁 ,从 强度 角度 看 ， 其 合理 的 截面 形状 是 ( ) 
А. LFK В. #7 С. T# р. ЯЖ 
(8) 最 大 切 应 力 是 引起 塑性 属 服 的 主要 因素 是 第 ( ) 强 度 理论 。 
А. 四 B 2: G = D = 
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三 、 判 断 题 
(1) 拢 形 截面 梁 横 截面 上 各 点 的 切 应 力 方向 都 与 剪 力 Fo 的 方向 一 致 。 (0) 
(2) 中 性 轴 上 的 点 正 应 力 等 于 零 。 С. 9 
@) RRDA ptega E, 该 截面 的 形状 是 贺 形 . C) 
四 、 主 观 题 


(1) ERAR 30 7.26 所 示 , 梁 上 作用 均 布 荷载 ,已 知 :1= 4m,b= 14cm,h=21cm， 
4=2kNm， 索 曲 时 木材 的 许 用 应 力 [a] = 1.1 x 10 和 kPa， 试 校 核 梁 的 强度 。 








图 7.26 主观 题 (1) 图 

D 简 支 梁 承 受 均 布 荷载 如 图 7.27 MAS 若 分 别 采用 截面 面积 相等 的 实心 和 空心 圆 截 

面 ， 且 D1= 40mm， 2-3, 试 分 别 计算 它们 的 最 大 正 应 力 ， 并 计算 空心 截面 比 实心 截面 
的 最 大 正 应 力 减 小 了 多 少 ( 百 分 比 )。 


4=2к№т 








图 7.27 主观 题 (2) 图 


(3) 如 图 7.28 йт & Ж, 横 截 面 为 矩形 ,承受 载荷 所 与 作用, В Fl=2F,= 5. 
试 计算 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 ， 以 及 该 应 力 所 在 截面 上 天 点 处 的 弯曲 正 应 力 。 
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图 7.28 ”主观 题 (3) 图 
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(4) 如 图 7.29 所 示 梁 ， 由 No.22a Я], 48 М = 80N。m， 并 位 于 纵向 对 称 面 ( 即 
Xx- 平面 ) 内 。 试 求 梁 内 的 最 大 弯曲 拉 应 力 与 最 大 谊 曲 压 应 力 。 
提示 : 有 关 模 钢 的 几何 性 质 可 从 附录 中 查 得 。 


=; 


图 7.29 主观 题 (4) 图 


(5) 如 图 7.30 所 示 变 截面 梁 ， 自 由 端 承受 荷载 亚 作 用 ， 梁 的 尺寸 1， 与 有 均 为 已 知 。 
试 计算 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 





3h 








图 .7.30 ”主观 题 (5) 图 


(6) 如 图 7.31 KRAD RANEY 7) Fo =30kN 试 计算 : GD 图 中 截面 上 的 最 大 
切 应 力 和 本 点 的 切 应 力 信 加 图 中 腹 板 上 的 最 大 切 应 办 -以 及 腹 板 与 要 缘 交界 处 的 切 应 力 。 










ssssKSsSSSSSSSSSSS 


N 
N 





图 7.31 主观 题 (6) 图 


(7) 如 图 7.32 ПЖ, ЗА [с] = 10MPa. 
D 试 根据 强度 要 求 确定 截面 尺寸 b. 
© 若 在 截面 4 处 钻 一 直径 为 4= 60mm 的 圆 孔 (不 考虑 应 力 集中 )， 试 问 是 否 安全 ? 
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图 7.32 主观 题 (7) 图 


(8) 一 对 称 T 形 截面 的 外 伸 梁 ， 梁 上 作用 均 布 荷载 ， 梁 的 截面 如 图 7.33 所 示 。 已 知 : 
1= 1.5т, 9 = 8kN/m， 求 梁 截 面 中 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 














10ст 
q=8KN/m 
Е 
5 
ч 
Е 
4cm 


8 7.33 主观 题 (8) 图 
(9) 和 欲 从 直径 为 d th QA PRR HEHAD R, AIE A ER h EN A RAE h 


高 及 和 宽 b。 
(10) 如 图 7.34 所 示 外 伸 梁 ， 承 受 荷载 FEA., Uhti Р = 20kN， 许 用 应 力 [a] = 
160MPa， 许 用 切 应 力 [t+] = 90MPa。 请 选择 工 字 钢 型 号 。 





4m -< lm -| 
图 7.34 主观 题 (10) 图 
(П) 一 铸铁 梁 ， 其 截面 如 图 7.35 所 示 ,， 已 知 许 用 压 应 力 为 许 用 拉 应 力 的 4 倍 , 即 [ae] = 
dio], RARS NKE, RA b AERE. 
(12) 如 图 7.36 所 示 ， 当 荷载 五 直 接 作 用 在 简 支 梁 АВ AREPA, ЖАЖА 
应 力 超过 许 用 应 力 的 30%。 为 了 消除 此 种 过 载 ， 配 置 一 辅助 梁 CD， 试 求 辅助 梁 的 最 小 长 
Жа. 











(13) 如 图 7.37 所 示 结 构 , 承 受 集中 荷载 严 作 用 ，, 试 校 核 横梁 的 强度 .已 知 荷载 已 = 12kN， 
横梁 用 No.14 工 字 钢 制 成 ， 许 用 应 力 [c] = 160МРа. 

(14) EBRD EA 3 7.38 所 示 , 已 知 1= Ат, blh = 2/3, а = 10kN/m, [с] = 10MPa。 
试 确定 梁 横 截面 的 尺寸 。 
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7.37 ;和 主观 题 (13) 图 


q=10kN/m | 
кшш , | 
+ 


图 7.38 ”主观 题 (14) 图 

(15) 如 图 7.39 所 示 简 支 梁 由 No.22b 工 字 钢 梁 制 成 ， 上 面 作用 一 集中 力 ， 材 料 的 许 用 
应 力 [o] = 170MPa， 试 校 核 该 梁 的 正 应 力 强度 。 

(16) ХЖ АВ, 受 力 和 尺寸 如 图 7.40 所 示 ， 材 料 为 钢 ， 许 用 应 力 [ac] = 160МРа, [т]= 
80MPa。 试 按 正 应 力 强度 条 件 分 别 设计 成 矩形 和 工 字形 两 种 形状 的 截面 尺寸 ， 并 按 切 应 力 
公式 进行 校 核 。 其 中 殉 形 截面 高 宽 比 设 为 2。 

(17) 如 图 7.41 所 示 悬 臂 梁 ， 自 由 端 作用 一 集中 力 下 = 15SkKN， 试 计算 截面 B 一 B 的 最 大 
弯曲 拉 应 力 和 最 大 弯曲 压 应 力 。 
































q=30kN/m 
А, B 
2m 
图 7.39 ”主观 题 (15) 图 
F 400 ,| 
B 
B 
7.41 
Eg 
[| 
【习题 


q=15KN/m 


2m 











图 7.40 ”主观 题 (16) 图 
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主观 题 (17) 图 
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教学 目标 

了 解 组 合 变形 的 概念 ， 会 将 组 合 变形 问题 分 解 为 基本 变形 的 县 加 ;掌握 斜 弯曲 、 偏 心 
压缩 ( 拉 伸 ) 等 组 合 变形 杆 件 的 内 力 、 应 力 和 强度 计算 ; 了 解 截面 核心 的 概念 及 其 在 工程 中 
的 意义 。 











所 占 比重 










组 合 变形 的 定义 ， 且 加 原理 双 适 用 条 件 | 会 外 荷载 分 解 ; 会 用 县 加 法 求 内 力 、 应 力 
斜 弯曲 时 丁 件 的 内 为 “应 力 分 析 与 强度 | (1) 能 计算 斜 弯 曲 时 杆 件 的 内 力 、 应 力 
计算 (2) 能 用 强度 条 件 进行 强度 计算 

偏心 压缩 时 杆 件 的 内 力 、 应 力 分 析 与 强 | (1) 能 计算 偏心 压缩 时 杆 件 的 内 力 、 应 力 
度 计算 (2) 能 用 强度 条 件 进 行 强度 计算 

截面 核心 的 定义 及 工程 意义 ， 常 见 截 面 
的 截面 核心 








50% 






熟知 截面 核心 的 定义 及 常见 截面 的 截面 核心 











实际 工程 中 常见 的 组 合 变形 杆 件 的 强度 计算 。 
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“Ма, 生活 知识 提 点 
在 日 常生 活 中 ， 人 们 用 左 背 挑 东 西 ， 人 体 向 右 偏 针 ， 这 是 为 什么 ?这 种 现象 是 否 可 用 
力学 来 解释 ?回答 是 肯定 的 。 


A вий 


在 建筑 工程 中 ， 在 同一 构件 内 往往 会 同时 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 ， 怎 样 来 解 
决 这 一 类 问题 是 本 章 要 讨论 的 内 容 。 


组 合 变形 的 概念 。 


在 前 面 章节 中 ， 分 别 介绍 了 杆 件 在 基本 变形 时 的 强度 和 刚度 。 在 实际 

工程 结构 中 ， 由 于 构件 的 受 为 情况 是 复杂 的 ， 有 许多 构件 往往 会 同时 发 生 ШЫГЫ 
两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 , 称 这 类 变形 为 组 合 变形 < 例如 ,图 8.1 тоа dS 
屋 架 上 的 述 条 ， 从 屋 架 传 下 的 荷载 对 述 条 来 说 并 不 作用 在 它 的 纵向 对 称 平 E 

面 内 ,这 样 的 荷载 将 引起 两 个 平面 内 的 弯曲 变形 ， 称 为 斜 弯曲 或 双向 弯曲 。 【参考 图 文 】 
如 图 8.2 Вт, ЕМИ ОНЕ, 由 于 屋 架 传 给 柱子 的 荷载 Fi 和 吊车 传 给 柱子 的 荷载 Fo 
它们 的 合力 一 般 不 正好 作用 在 柱子 的 轴线 上 ， 这 样 的 荷载 引起 柱子 的 压缩 和 弯曲 变形 ， 称 
为 偏心 压缩 。 图 8.3(a) 所 示 为 一 雨 篷 ， 雨 篷 梁 的 计算 简 图 如 图 8.3(b) 所 示 ， 作 用 的 荷载 除 均 
布 荷载 g 外 ， 还 有 雨 篷 传递 给 梁 的 均 布 力 偶 M.， 因 此 ， 雨 篷 梁 的 变形 是 弯曲 变形 和 扭转 变 
形 的 组 合 。 
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组 合 变形 的 计算 方法 


在 小 变形 和 材料 服从 胡 克 定律 的 前 提 下 , 可 以 认为 组 合 变形 中 的 每 一 种 
бр 基本 变形 都 各 自 独 立 、 互 不 影响 ， 因 此 可 应 用 若 加 原理 。 
Ey 三 加 原理 对 组 合 变形 问题 进行 强度 和 刚度 计算 的 步 又 如 下 。 
ol (1) 将 所 作用 的 荷载 分 解 或 简化 为 几 个 各 自 只 引起 一 种 基本 变形 的 荷 
【参考 图 文 】 #78. 
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(2) 分 别 计算 各 个 荷载 分 量 所 引起 的 应 力 及 变形 。 реа] 
(з) ЖЕШ, {ИТЧЕ ЛЕЛЕ НЕН ап, MERK 

荷载 作用 下 构件 所 产生 的 应 力 及 变形 。 @ 
本 章 着 重 讨论 斜 弯曲 和 偏心 压缩 ( 拉 伸 ) 杆 件 的 强度 计算 方法 。 TEEF 











HERNES АХАУ ` 


在 前 面 章节 已 经 讨论 了 平面 弯曲 问题 ， 若 染 具 有 纵向 对 称 面 ， 当 横向 外 力作 用 在 梁 的 
纵向 对 称 面 内 时 ， 染 的 轴线 将 在 其 纵向 对 称 面 内 次 曲 成 一 条 曲线 ， 这 就 是 平面 弯曲 。 当 横 
向 外 力 不 作 用 在 梁 的 纵向 对 称 面 内 ， 梁 弯曲 后 的 轴线 将 不 再 位 于 外 力作 用 面 内 ， 这 就 是 作 
弯曲 。 例如， 如 图 8.1(9) 所 示 屋 架 上 的 机 条 梁 ， 其 矩形 蕉 面具 有 两 个 对 称 轴 。 从 屋面 板 传送 
到 机 条 梁 上 的 荷载 垂直 向 下 ， 荷 载 作用 线 虽 通过 横 蕉 面 的 形 心 ， 但 不 与 两 主 形 心 轴 重 合 。 
如 果 将 荷 裁 沿 两 个 主 形 心 轴 分 解 [图 ,8.1(bj]， 此 时 梁 在 两 个 分 荷载 作用 下 ， 分 别 在 横向 对 称 
平面 (Oxz 平面 ) 和 坚 向 对 称 平面 (Ow 平面 ) 内 发 生平 面 大 曲 ， 这 类 梁 的 弯曲 变形 称 为 斜 弯 曲 
或 双向 弯曲 ， 它 是 西 个 互相 垂直 方向 的 平面 弯曲 的 组 合 。 


A ванын ”“ 


以 矩形 截面 悬臂 梁 为 例 来 讨论 斜 弯曲 的 强度 计算 问题 。 斜 弯曲 梁 的 强度 通常 是 由 弯 矩 
引起 的 最 大 正 应 力 控制 的 ， 剪 力 影响 较 小， 因此 忽略 前 力 的 影响 只 考虑 弯 和 矩 。 
如 图 8.4(a) 所 示 ， 和 矩形 截面 上 的 y、z 轴 为 主 形 心 惯性 轴 。 设 在 梁 的 自由 端 受 一 集中 力 











































































































FF 的 作用 ， 力 FF 作 用 线 垂直 于 梁 轴线 ， 且 与 纵向 对 称 轴 y 成 一 夹 角 2， 当 梁 发 生 斜 弯曲 时 ， 














图 8.4 ”和 矩形 截面 悬臂 梁 图 
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KJ FE y 轴 分 解 为 两 个 分 量 ,= Есоѕр, Е. = Fsing 。 由 图 8.4(b) 可 知 ，F, 将 使 
RE Оху 平面 发 生平 面 弯曲 , F. 将 使 梁 在 Oxz 平 面 发 生平 面 弯 曲 ， 由 Р Т Е. ТЕЕ тт 
上 产生 的 弯 矩 为 M = ЕДІ — x) = ЕИ - х)созф = МсозфЯП M, = Fl - х) = ЕІ - x)sing = 
Msinp ， 转 向 如 图 8.4(b) 所 示 ， 分 弯 矩 与 总 弯 矩 的 矢量 合成 关系 式 可 表示 为 M 
= [m} +M? ， 如 图 8.4(c) 所 示 。 


如 图 8.4 所 示 ， 梁 的 任意 横 截 面 m 一 m 上 任 一 点 Су, 习 处 ， 由 弯 矩 M 和 М, 引起 的 正 







































































应 力 分 别 为 
‚_ М, М созф 
с'=—+у= y 
1, $ 
M > 
Е » e =Msing 2 
1 1 


ЕИ, i o Mo" ЛН И, ВНЕ ВАТ m 一 m 上 C 点 
处 的 总 的 正 应 力 为 
M 
to T ене) (8- 


= 





P, L, /一 一 模 截 面 对 称 轴 z ЯП у [ЙЫН 

Мм., Mi 一 一 截面 上 位 于 铅 垂 和 水 平 对 称 平面 的 弯 矩 。 

式 (8-D) 是 梁 在 斜 弯曲 情况 下 计算 任 一 横 截 面 上 正 应 力 的 一 般 表达 式 。 在 应 用 此 公式 时 ， 
可 以 先 不 考虑 弯 矩 M:，M, 和 坐 灶 y, z 的 正 负 号 ， 都 以 其 绝对 值 代 入 式 中 ，c' 和 上" 的 正 负 
号 可 通过 观察 梁 的 变形 情况 确定 ， 即 求 应 力 的 点 位 于 论 曲 拉 伸 区 ， 则 该 项 应 力 为 拉 应 力 ， 
RES: 若 位 于 压缩 区 ， 则 为 压 应 力 ， 取 人 负 号 。 

式 (8-1) 说 明 ; 发 生 斜 弯曲 时 ， 截 面 上 的 正 应 力 是 > 和 z 的 线性 函数 ， 即 正 应 力 沿 截 面 
高 度 呈 线性 分 布 [图 8.5(a)]; 截面 的 最 大 拉 应 力 或 最 大 压 应 力 必 发 生 在 离 中 性 轴 最 远 的 截 1 
上 ， 中 性 轴 上 各 点 处 的 正 应 力 均 为 零 。 
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98.5 正 应 力 分 布 图 
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对 和 斜 弯曲 来 说 ， 与 平面 弯曲 一 样 ， 梁 的 强度 计算 仍 是 以 最 大 正 应 力 来 控制 的 。 所 以 ， 
做 强度 计算 时 ， 首 先 确定 危险 截面 (产生 最 大 正 应 力 的 截面 ) 和 人 危险 点 (危险 截面 上 的 最 大 访 
力 点 ) 的 位 置 。 由 图 8.4(a) 可 以 看 出 , 在 悬臂 梁 固 定 端 截面 4 ЖН М. 和 M, 均 达到 最 大 值 ， 
故 该 截面 是 危险 截面 。 
因为 各 点 处 正 应 力 值 大 小 与 各 点 距 中 性 轴 的 距离 成 正比 ， 所 以 ， 和 危险 点 发 生 在 距 中 性 
轴 最 远 的 上 、 下 边缘 处 。 可 以 证 明 (此 处 从 略 )， 在 斜 弯 曲 情况 下 ， 中 性 轴 是 一 根 通 过 截面 
形 心 的 斜 线 。 对 于 矩形 截面 ， 可 以 直接 断定 截面 的 cmax(amax 或 oomax) 必 发 生 在 o' 和 co" 有 具有 
相同 符号 的 截面 的 角 点 Di(D) 处 ， 如 图 8.5(b) 所 示 。amas(amax 或 cemas) 可 由 式 (8-2) 求 得 
M М M MIX `^ 


=M ， 了 = m 
Omax = Ymax + Zmax 一 ДА 


А W, W, 


式 中 ， 球 一 一 抗 弯 截 面 系数 (或 模 量 )， 它 是 一 个 与 截面 形状 和 尺寸 有 关 的 几何 量 ， 其 常用 
单位 为 mm 或 mm。 “ 

ХТА А. AA b КОТ, HSR 

La _ bh 









































































































































(8-2) 


:a М2 6 
对 直径 为 D 的 圆 形 截面 ， 其 抗 普 截 面 系数 为 
Ay X 000164 упр) 


Ymax Ю2ҖХуУ$2 

对 于 工 字形 、 模 形 玉 由 它们 组 成 的 组 合 截 面 ” 式 (8-2) 仍 然 适用 ， 它 们 的 抗 弯 截 面 系数 
ту. прн В 型 钢 规格 表 ( 第 372 页 ) 中 查 得 5 

因 斜 弯曲 时 ， 和 危险 点 处 于 单 向 应 力 状 态 > 故 强度 条 件 为 

oom Маш. + Маш <io] (8-3) 


利用 强度 条 件 ， 可 以 解决 工程 实际 中 有 关 强 度 方面 的 三 类 问题 : 强度 校 核 、 截 面 设计 
和 确定 许可 和 荷载。 但是， 在 设计 截面 尺寸 时 ， 要 遇 到 „ЯП У, 两 个 未 知 数 ， 通 常 先 假设 一 
个 歼 / 拟 的 比值 ， 根 据 强度 条 件 式 (8-3) 计 算出 构件 所 需 的 И (ЕЁ 所 ) 值 ， 再 按 式 (8-3) 进 行 强 
度 校 核 ， 这 样 循序 渐进 才能 得 出 最 后 的 合理 尺寸 。 对 于 不 同 的 截面 形状 ，/ 到 , 的 比值 可 
















































































按 下 述 范围 和 
和 矩形 截面 Ж = A =1.2~2 
工 字形 截面 F- А 28-10 
楼 形 截面: ОС 


/ 
М 应 用 案例 8-1 
如 图 8.6(a) 所 示 一 简 支 梁 ， 跨 长 1= 3m， 用 No.25a 工 字 钢 制 成 。 梁 跨 中 受 一 集中 力作 
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Ж. Е= 20kKN， 其 与 模 截面 铅 垂 对 称 轴 的 夹 角 gp = 15*， 已 知 钢 的 许 用 应 力 [go] = 170МРа, 
试 校 核 梁 的 强度 。 














(а) ‹ (с) 


8.6 “应 用 案例 8-1 


【 解 】(1) 内 力 分 析 。 _ í 
TURN FEADAR p zD RENARE ANAE E M, 和 М; 也 可 以 先 
求 出 总 弯 矩 M 后 再 分 解 。 现 采用 后 一 种 方法 . .由 梁 的 弯 矩 图 即 图 8.6(b) 可 知 ， 梁 跨 中 截面 
是 危险 截面 ， 其 上 弯 什 的 大 小 为 | 
Жы =21.=2010 Миз» |, рм. ы 1 i 
沿 z、y 轴 的 分 弯 矩 的 大 小 为 
Мах = Mnaxcosy = 15КМ * m x cos15° = 14.49kN。m 
Mymax = Mmaxsing = 15КМ • m x sin15° = 3.88КМ • m 
(2) 应 力 分 析 与 强度 计算 。 
由 于 工 字 钢 截 面 有 两 个 对 称 轴 且 有 棱角 ， 因 此 角 点 4 和 B 处 正 应 力 最 大 。 因 为 钢 的 搞 
拉 和 抗 压强 度 相 同 ， 所 以 计算 一 点 即 可 ， 由 型 钢 表 查 得 W= 401.88cm?，W, = 47.283cm， 
计算 简 支 粱 4 点 的 应 力 为 
Wine _1449x10° Nem ，3.38x10 Nm 
W,  401.88x10%m° 47283х10°т' 














= 107.54 x 10°Ра 





= ma 
Стах = pi 


= 107.54MPa < [с] = 170MPa 
可 见 此 梁 的 弯曲 正 应 力 满足 强度 条 件 的 要 求 。 
【案例 点 评 】 
当 力 瓦 的 作用 线 与 了 轴 重 合 ， 即 =0 时 , 发 生 的 是 绕 z 轴 的 平面 弯曲 ， 则 最 大 正 应 力 
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gien o 0I I: эмы, 
W 4W. 4x401.88x10™ 
仅 为 上 述 最 大 正 应 力 (107MPa) 的 34.70%。 所 以 ， 对 于 工 字 钢 截 面 梁 ， 当 外 力 偏离 y 轴 一 个 
很 小 的 角度 时 ， 就 会 使 最 大 正 应 力 增加 很 多 ， 其 原因 是 由 于 工 字 钢 截面 的 W, F W 


因此 ， 对 于 这 一 类 截面 的 梁 ， 应 尽量 避免 斜 弯曲 的 发 生 。 











在 工程 实际 中 ， 除 轴 心 受 压 以 外 ， 还 存在 偏心 受 压 情况 ， 即 当 压 力作 用 线 与 杆 的 轴线 
平行 但 不 重合 时 ， 杆 件 即 为 偏心 受 压 。 例 如 ， 图 8.7 -所 示 为 一 般 工 业 厂 房 的 柱子 ， 承 受 作 
~- 柱 上 端的 屋面 荷载 和 作用 于 牛 腿 上 的 吊车 梁 传 来 的 荷载 ， 荷 载 作用 线 均 平行 于 柱 轴 线 
但 不 与 轴线 重合 。 对 于 柱子 的 横 截 面 而 言 , -压力 不 通过 截面 形 心 ， 这 种 柱 称 为 偏心 受 压 柱 。 



























































对 这 类 问题 ， 仍 然 运用 县 加 原理 来 解决 < Hese 
À Е X 
单 向 偏心 压缩 ( 拉 伸 ) а. Ta 


当 偏心 压力 (或 拉力 ) 作 用 于 一 根 形 心 主轴 上 而 产生 的 偏心 压缩 或 拉 PAR 
伸 )， 称 为 单 向 偏心 压缩 (或 拉 伸 )。 如 图 8.7 所 示 的 柱子 就 是 单 向 偏心 受 压 的 例子 。 下 面 ， 
以 图 8.8(a) 所 示 偏 心 受 奈 柱 为 例 ， 说 明 其 应 为 分 析 及 强度 计算 。 

1. 荷载 简化 与 内 力 分 析 

将 偏心 力 下 向 截面 形 心平 移 ， 得 到 一 个 轴 向 压力 F 和 一 个 力 偶 MM= Е ее. 可见 ， 偏心 
压缩 实际 上 是 轴 向 压缩 和 平面 弯曲 的 组 合 变形 。 

运用 截面 法 可 求 得 任意 横 截 面 m 一 n 上 的 内 力 。 由 图 8.8(b) 可 知 ， 横 截面 т—п 上 的 内 
力 为 轴 力 Fy ЯП Н M.， 其 值 分 别 为 Fy=-F,，M:=F，e。 

2， 应 力 分 析 

于 柱子 各 个 横 截 面 上 的 轴 力 和 弯 矩 都 是 相同 的 ， 它 又 是 等 直 杆 ， 所 以 各 个 横 截面 上 
的 应 力也 相同 。 因 此 ， 可 取 任 一 横 截 面 作为 危险 截面 进行 强度 计算 。 对 于 该 横 截面 上 任 一 
К 点 的 正 应 力 c， 可 看 成 是 由 轴 力 Fx 引起 的 正 应 力 "= MEE М. 引起 的 正 应 力 


































































































—+у 的 合 加 ， 其 计算 公式 为 


Е ‚М, 
o=" +— y 8-4 
i p? (8-4) 


式 中 的 M 以 绝对 值 代入 ， 弯 曲 正 应 力 o” 的 正 负 号 由 变形 情况 判定 。 当天 点 处 于 弯曲 变形 
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e'e, 


1 ez (а) (b) 
887 受 压 柱 子 图 图 8.8 > 单 向 偏心 受 压 柱 内 力 及 应 力 分 析 图 
3， 强 度 条 件 


从 图 8.9(a) 中 可 知 : 最 大 压 应 力 发 生 在 截面 与 偏心 力 较 近 的 边线 n 一 n RE: 最 大 拉 
应 力 发 生 在 截面 与 偏心 力 下 较 远 的 边线 诬 = 加 线 上 。 其 计算 公式 为 





(a) (b) (с) 


图 8.9 截面 上 应 力 分 布 图 
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F, M, 
с. = =- 翌 一 一 三 
ma Oma m 
F, M, ( 
Omax = = +— 
ысыт нр 
截面 上 各 点 均 处 于 单 向 应 力 状态 ， 所 以 单 向 偏心 压缩 的 强度 条 件 为 
бы = б 20-040] 
(8-6) 
Oms = San 00] 


4. 讨论 


下 面 来 讨论 当 偏心 受 压 柱 是 矩形 截面 时 ， 截 面 边 缘 线 上 的 最 大 正 应 力 和 偏心 距 e 之 间 
bh? 


图 8.10(a) 所 示 的 偏心 受 压 柱 ， 截 面 尺寸 为 хол, A= bh, m=? М.=Е*е, 5 
值 代入 式 (8-5)， 得 



























































съ = EERE (16) (8-7) 
bh ~ bh bh h 
6 
边缘 m 一 m 上 的 正 应 力 Gmix 的 正 负 号 ， вели (1-8) 的 符号 决定 ， 可 出 现 三 种 
h 
情况 。 
һ h 
ex@ F е>6 Е 
т п т п 
(а) (b) (c) 








图 8.10 三 种 情况 截面 应 力 分 布 图 
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а) м5, еса, съ 为 压 应 力 。 截 面 全 部 受 压 ， 截 面 应 力 分 布 如 图 8.10(a) 


所 示 。 




















O) 5-1, шеа, On HE. ШАРЕ, ТЙЛ mm 上 的 正 应 力 恰好 
为 零 ， 截 面 应 力 分 布 如 图 8.10(b) 所 示 。 
G) м5. ЫШ e >È M, о ы АНЯ) ЖИР SE 部 分 受 压 ,应 力 分 布 如 图 8.10(¢) 


所 示 。 





见 , 截面 上 应 力 分 布 情况 随 偏心 距 e 而 变化 ,与 偏心 力 环 的 大 小 无 关 。 当 偏心 距 e< 


时 ， 截 面 全 部 受 压 ; 


当 偏心 距 e>< 时 ， 截面 上 出 现 受 拉 区 。 


ЕЗ 





<L 应 用 案例 8-2 
































一 钢筋 混凝土 矩形 稚 面 性 如 图 8.11 所 示 ， 已 知 截面 宽 bp = 
250mm， 屋 架 传 来 的 压力 FI = 100kN 作用 在 柱 的 轴线 上 ， 吊 车 梁 
传 来 的 压力 Fy 圭 60kN， PF 的 偏心 距 e=0.2m。 试 求 : 

(1) #ҖШ@ Ж л = 350mm， 则 柱 截面 中 的 最 大 拉 应 力 和 最 大 
压 应 力 和 名 为 多 少 ? 

(2). KERERE E ERJ. 截面 高 度 有 应 为 多 少 ? 在 确定 
的 有 尺寸 下 ， 柱 截面 中 的 最 大 压 应 力 为 多 少 ? 

LEN) 内 力 分析 

将 荷载 成 向 截面 形 心 简化 ， 柱 的 轴 向 压力 为 

Fy=-FI-F,=-(100+ 60)KN = -160kN 

截面 的 弯 矩 为 

М.= F; + е= 60 х 0.2kN • m= 1203 • m 
(2) ИЖ сыа 和 Gomax。 
由 式 (8-5) 得 


3 6 
о М: -人 -160xl0 ,12x10° | Mpa 
А W, 





250х350  250х350° 
6 


图 8.11 应 用 案例 8-2 图 = (-1.83 + 2.35)MPa = 0.52MPa 


=(—1.83— 2.35) MPa = -4.18MPa 


©стах 一 


(3) 确定 及 和 计算 oomax。 
欲 使 截面 不 产生 拉 应 力 ， 应 满足 owmox 夺 0， 即 
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_160х10У 12х10° _ 
250h 250! _ 
6 








则 取 : л2450тт. 
当 有 =450mm 时 ， 截 面 的 最 大 压 应 力 为 











3 6 
Oean M -| -160x10 12х10* |]Mpa-_284MPa 
A W, 250x450 250х 450° 
6 
【案例 点 评 】 


在 厂房 结构 及 建筑 结构 中 ,偏心 受 压 的 案例 很 多 ,希望 同学 们 在 平时 多 观察 、 多 分 析 ， 
用 力学 知识 去 解决 工程 问题 。 


ЕЕЕ] 双向 偏心 压缩 ( 拉 仲 ) Rs 


如 图 8.12(a) 所 示 ， 当 偏心 压力 F 的 作用 线 与 柱 轴 线 平行 ， 但 不 在 横 截面 的 任 一 形 心 主 
轴 上 时 ， 力 五 可 简化 为 作用 于 截面 形 心 处 О 的 辅 向 压力 和 两 个 力 偶 矩 M:、M[ 图 8.12(b)]， 
这 种 受 力 情 况 称 为 双向 偏心 压缩 ， 其 中 M. = e M, =F * ezo 



































(a) (b) 


图 8.12 双向 偏心 压缩 
可 见 ， 双 向 偏心 压缩 就 是 轴 向 压缩 和 两 个 相互 垂直 的 平面 弯曲 的 组 合 。 与 单 向 偏心 压 



































п 
缩 相 同 ， 根 据 合 加 原理 ， 可 得 到 杆 任 一 点 处 的 正 应 力 为 

„Б. Mi а МА. Я 

с=—< + ПЕР 2 (8-8) 











式 中 , Аде -Р, М.=Е е, М=Е е, 各 项 应 力 前 的 正 负 号 ， 可 根据 变形 情况 直接 判定 。 
图 8.12(b) 可 见 ， 最 大 压 应 力 ami KEE C 点 ， 最 大 拉 应 力 amax 发生 在 А 点 ， 其 值 为 
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F, М, М, 
On =O = 并 一 一 三 一 
6-9) 
Е M, M, 
4 W, W, 
危险 点 4、C 均 处 于 单间 应 力 状 态 ， 所 以 强度 条 件 为 
А Ww, W, 
| (8-10) 
о] 


Z 
> 应 用 案例 8-3 
矩形 截面 木 柱 承受 偏心 荷载 ， 如 图 8.13(a) 所 示 ， 试 : 
(1) 确定 任意 横 截面 上 4、B、D、E 四 点 的 正 应 办 ; 
(2) 画 出 横 截 面 上 的 正 应 力 分 布 图 。 
F,=4.80kN 








图 8.13 ”应 用 案例 8-3 图 
【 解 】 首 先 将 外 力 Fe 向 截面 形 心 和 形 心 主轴 简化 ， 然 后 再 确定 4BDE 截面 上 的 内 力 分 
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Fy = 4.80kN 
M,=4.80 х 10° x (60-35) х 10°N • т = 1203 • m 
М. = 4.80 х 10° х 40 х 10°N • т = 1923 • т 
内 力 分 量 的 实际 方向 均 示 于 图 8.13(b) 中 . 
横 截面 面积 和 惯性 矩 分 别 为 
А = 120x80mm2= 9.6 x 10°mm? 
_ hb? _ 80x120 














тт*= 1.152 x 10 mm’ 





y 


12 12 
3 3 
= =120x80_ mms=512x 10mm 
12 12 


(1) 求 4、B、D、E 四 点 的 正 应 力 。 
根据 Fy、M,、M: 的 实际 方向 ,确定 4、B、D、E 四 点 的 正 应力 分 别 为 


点 B Gs Е 
点 DD oo 
ЖЕ o=- M > зы 


计算 上 述 诸 式 中 各 项 应 力 时 ， 因 已 经 根据 Ру. My М. 的 实际 方向 确定 了 各 应 力 的 拉 
压 性 质 ， 并 以 \、 匡 ”或 “-” 加 以 反映 ， 因 此 不 必 再 考虑 Ау. Mp М. 的 正 负 号 ， 均 代 内 
力 分 量 的 绝对 值 ， 即 


M, 192х10%х40 _ 
У" = 7512х10° MPa = 1.5МРа 
M 


120x10°x60 
РЕ Т MPa = 0.63МРа 


у 





Т, 
将 上 述 结 果 代 入 ， 得 
a4 =-(0.5 + 1.5 + 0.63)МРа = -2.63MPa 
св = (-0.5-1.5 + 0.63)MPa = -1.37MPa 
ср = (-0.5 + 1.5-0.63)МРа = 0.37МРа 
ср = (50.5 + 1.5 + 0.63)МРа = 1.63МРа 
(2) 横 截面 上 的 正 应 力 分 布 图 与 中 性 轴 位置 。 
因为 横 截面 上 正 应 力 为 平面 分 布 ， 故 截面 4BDE 上 的 正 应 力 分 布 如 图 8.13(c) 所 示 。 不 
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ЖЕН, Алар ИЖА ВЖЕ ИЛНЕ, 其 间 必 有 一 点 上 
的 正 应 力 为 零 ， 分 别 用 点 及 和 G 表示 ， 两 点 的 连 线 即 为 截面 上 的 中 性 轴 . 于 是 ， 从 应 力 分 
布 图 可 得 到 中 性 轴 位 置 的 关系 式 ， 由 学 生 自己 导出 。 


截面 核心 


在 土建 工程 中 ， 对 于 砖 、 石 、 混 凝 土 等 材料 制 成 的 构件 ， 由 于 其 抗 拉 强 度 很 低 ， 在 承 
受 偏 心 压缩 时 ， 应 设法 避免 横 截 面 上 产生 拉 应 力 。 

在 单 向 偏心 压缩 时 曾 得 出 结论 : 当 压 力 的 偏心 距 小 于 某 一 值 时 ， 横 截面 上 的 正 应 力 
全 部 为 压 应 力 ， 而 不 出 现 拉 应 力 ， 这 一 范围 即 为 截面 核心 。 因 此 ， 截 面 核心 是 指 某 一 个 区 
域 ， 当 压力 作用 在 该 区 域内 时 ， 截 面 上 只 产生 压 应 力 。 


图 8.14 中 画 出 了 圆 形 、 拢 形 、 工 字形 和 模 形 四 种 截 的 截面 核心 ,3 


































































































2i? 
ezi 


22 
е +7 





(а) Й (b) 矩形 (с) 下 字形 
图 8.14 几 种 截面 核心 图 


бл 结 


(1) 组 合 变形 是 由 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 组 合 而 成 的 。 解决 组 合 变形 问题 的 基本 
原理 是 会 加 原理 。 

(2) 用 登 加 原理 对 组 合 变 形 问题 进行 强度 和 刚度 计算 的 步骤 如 下 。 

@ 将 所 作用 的 荷载 分 解 或 简化 为 几 个 各 自 只 引起 一 种 基本 变形 的 荷载 分 量 。 

О 分 别 计算 各 个 荷载 分 量 所 引起 的 应 力 及 变形 。 
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© ЖЕ зе, ЗЕ 2 %, Ж Ж 1н о, ЕРЙ и ЖА ЛЕЛЕ ЖЕРТ 
产生 的 应 力 及 变形 . 
(з) 主要 公式 。 
Ф 针 索 曲 是 两 个 相互 垂直 平面 内 的 平面 畜 曲 的 组 合 。 强 度 条 件 为 
М. 


oo 


О 偏心 压缩 ( 拉 伸 ) 是 轴 向 压缩 ( 拉 挤 ) 和 平面 讨 曲 的 组 合 。 单 向 偏心 压缩 ( 拉 伸 ) 的 强度 条 
件 为 





бы = бы =|С®—“|<[о,] 
== 
F, М. 

Omix = Сы, у 19] 


图 双向 偏心 压缩 ( 拉 伸 ) 的 强度 条 件 为 





F, М, <M, 

O min = Ош Am ekio 
M 

Opn о [о] 


在 应 力 计算 中 ， 各 基本 变形 的 应 力 正 负 号 根据 变形 情况 直接 确定 。 

(4) 截面 核心 的 概念 。 

当 偏心 压力 作用 点 位 于 截面 形 心 周围 的 一 个 区 域内 时 ， 横 截面 上 的 正 应 力 只 有 压 应 力 
而 没有 拉 应 力 ， 这 一 区 域 就 是 “截面 核心 ",…“ 截 面 核心 ”在 土建 工程 中 是 较为 有 用 的 概念 ， 


ба = я) 





(1) 试 判断 图 中 杆 4B、BC、CD 各 产生 哪些 基本 变形 ? 





图 8.15 思考 题 (1) 图 
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(2) 计算 组 合 变形 的 基本 假设 是 什么 ?” 简 述 用 登 加 原理 解决 组 合 变形 强度 问题 的 步骤 。 
(3) 单 向 偏心 压缩 杆 件 横 截面 上 危险 点 的 位 置 如 何 确定 ? 
(4) 什么 称 为 截面 核心 ? 它 在 工程 中 有 什么 用 途 ? 


бэ a 


一 、 填 空 题 

(1) 构件 同时 发 生 两 种 或 两 种 以 上 的 基本 变形 ， 这 类 变形 称 为 Я 

(2) 两 个 互相 垂直 方向 的 平面 弯曲 的 组 合 称 为 

(3) 当 偏心 压力 作用 于 一 根 形 心 主轴 上 而 产生 的 偏 ' кту 

(4) 轴 向 压缩 和 两 个 相互 垂直 的 平面 膏 曲 的 称 为 人 、 习 。 

(5) 当 偏 心 压力 作用 点 位 于 截面 形 心 周围 的 一 个 区 域内 时 ， 横 截面 上 的 正 应 力 只 有 压 
应 力 而 没有 拉 应 力 ， 这 一 区 域 称 为 


二 、 选 择 题 “7 
а) ВАКВА РДАК): 单 向 偏心 压缩 变形 是 最 大 压 应 力 计算 
公式 为 ( D 
А. о ММУ В. зам. 
У. №, < 1, 
С. c= D. X= nM 
А í, А W, 
(2) 当 偏心 压力 作用 点 位 于 柱 截面 内 时 污 柱 截面 内 既 有 拉 应 力 ， 又 有 压 应 力 ， 则 偏心 
压力 作用 在 ( 5), 
А. 核心 区 域内 B. 核心 区 域 边缘 上 
С. 核心 区 域外 D. 以 上 各 处 都 行 
(3) 图 8.15(a) 中 梁 4B 段 属于 ( MARK; 图 8.15(b) 中 梁 BC 段 属 于 ( MARK. 
А. YF В. EYE С. jag р. ag 
Z., #2 


(1) ##4&-Ж Жу #5 EA Ehk 

(2) 当 偏心 压力 作用 点 位 于 截面 内 时 ， 横 截面 上 的 正 应 力 只 有 拉 应 力 
(3) 截面 核心 区 域 与 偏心 压力 的 大 小 有 关 。 

(4) 工程 中 的 雨 篷 梁 在 自重 作用 下 会 有 弯曲 变形 。 

(5) 工业 厂房 的 牛 腿 柱 一 般 产 生 压 谊 组 合 变 形 。 

四 、 主 观 题 

(1) 如 图 8.16 所 示 简 支 梁 由 No.25a 工 字 钢 制 成 。 跨 中 截面 作用 的 集中 荷载 = SkN， 


ә че ы м м 
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其 作用 线 与 截面 的 形 心 主轴 yy 的 夹 角 为 30"，1= 4m， 钢 材 的 许 用 应 力 [a] = 160MPa， 试 校 


核 此 梁 的 强度 。 
30°,Е 


о 


ч 





етер 


图 8.16 主观 题 (1) 图 


(2) 如 图 8.17 所 示 模 条 两 端 简 支 于 屋 架 上 ， 模 条 的 跨度 1 = 4m， 承 受 均 布 荷载 q= 
2kN/m, 4EM ARE bx h=15cm x 20cem， 木 材 的 许 用 应 力 [G] = 10MPa， 试 校 核 樟 条 的 强度 。 








(a) (b) 
8.17 ”主观 题 (2) 图 


(3) EPAD Ж Жор 8.18 所 示 , E-F = 1600N，F = 800N，1 = lm， 梁 所 用 材 
料 的 许 用 应 力 [zj= 10MPa。 若 截面 尺寸 满足 尹 = 20， 试 确定 其 截面 尺寸 。 








图 8.18 主观 题 (3) 图 


(4) 一 矩形 截面 混凝土 短 柱 如 图 8.19 T, KASEN FERA, FERAE yik, 1а 
心 距 为 e= 40mm， 已 知 : F=100kN, b= 120тт, л = 200mm。 试 求 任 一 截面 тп 上 的 


最 大 应 力 。 
(5) 一 矩形 截面 厂房 柱 如 图 8.20 所 示 ， 受 到 压力 Е = 1000, Р = 6003, Р 到 柱 轴线 


的 偏心 距 e= 0.13Sm， 截 面 宽 度 六 =200mm， 问 截面 高 度 尹 取 值 为 多 少时 ， 柱 截面 上 不 会 出 
现 拉 应 力 ? 此 时 的 最 大 压 应 力 为 多 大 ? 
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(6) 如 图 8.21 пт -25 0а, AKA а, 1з) 7) 下 作用 ， 在 右 侧 中 部 
挖 一 个 楼 ， 楼 深 a/4， 试 求 : 
Ф 开 楼 前 后 柱 内 最 大 压 应 力 值 及 所 在 点 的 位 置 。 














© 若 在 构 的 对 称 位 置 再 挖 一 个 相同 的 楼 ， 则 应 力 有 何 变化 ? 
Е, 
F, 
F 
3a a 
4 4 
А PP 一 | 一 
г ч 
J 222 P ; : £ 
772 7 У 
2 
22 
h —— —1 
图 8.19 主观 题 (4) 图 一 图 8.20 主观 题 (5) 图 图 8.21 主观 题 (6) 图 
回忆 器 国 
р 
【习题 答案 】 


第 @ 章 压 杆 稳定 








急 定 性 计算 。 建 立 压 杆 失 稳 的 概念 和 压 杆 稳定 性 问题 的 分 析 方 法 ， 理 解 、 掌 
杆 临界 力 和 临界 应 力 计算 的 欧 拉 公式 及 适用 范围 ; 会 确定 各 种 压 杆 的 长 度 系 
计算 惯性 半径 、 压 杆 的 柔 度 , 并 能 正确 地 选用 计算 压 杆 临界 力 的 公式 ， 明 确 折 
减 系数 的 意义 及 其 数值 的 确定 ; 能 熟练 地 建立 稳定 性 条 件 、 计 算 压 杆 稳定 方面 的 三 类 问题 。 











































所 占 比重 















压 杆 的 稳定 平衡 与 不 稳定 平衡 、 压 杆 失 稳 的 概念 3 
临界 状态 的 概念 
压 杆 临界 力 的 概 KARKE EFF 
的 长 度 系数 、 惯 性 半径 、 压 杆 的 柔 度 及 物理 意义 
临界 应 力 总 图 ， 细 长 杆 (大 和 柔 度 杆 )、 中 长 杆 (中 柔 


能 理解 压 杆 失 稳 的 概念 10% 












能 计算 压 杆 临界 力 和 临界 应 力 
会 判别 欧 拉 公 式 的 适用 范围 








(1) 会 理解 压 杆 临界 应 力 总 图 








度 杆 )、 短 粗 杆 (小 柔 度 杆 ) 的 区 别 ， 其 对 应 的 临界 кдр ч % 
ЖЮ) 短 粗 杆 (小 柔 度 杆 ) 的 区 别 ， 其 对 应 的 临界 0) 能 计算 不 同 柔 度 压 杆 的 临界 应 力 20% 
应 力 计 算 

压 杆 稳定 条 件 的 实用 计算 为 ， @ 稳 定 校 核 : @ 计 | (1) 建立 压 杆 各 30% 


(2) 能 计算 压 杆 稳定 方面 的 三 类 问题 
能 掌握 提高 压 杆 稳定 性 措施 的 条 件 





算 许 用 荷载 ，@) 截 面 设计 
提高 压 杆 稳定 性 的 措施 























压 杆 失 稳 概念 、 临 界 力 、 临 界 应 力 、 欧 拉 公 式 及 适用 范围 、 压 杆 稳定 计算 、 提 高 压 杆 
稳定 性 的 措施 。 








A 
A 
— M emam 


Ма, 生活 知识 提 点 


在 建筑 工地 上 间架 四 周 立 有 钢管 ， 组 成 承重 体系 ， 中 间 起 吊 建 筑 材料 。 为 的 是 提高 间 
架 的 稳定 性 ， 以 提高 起 吊 能 力 。 


A вй 


一 根 长 300mm 的 钢 制 直 杆 ， 其 横 截 面 的 宽度 和 厚度 分 别 为 20mm 和 lmm， 材 料 的 抗 
压 许 用 应 力 为 140MPa， 按 照 抗 压强 度 计 算 ， 其 抗 压 承载 力 应 为 2800N。 但 是 实际 上 ， 在 压 
力 尚 不 到 40N а, 杆 件 就 发 生 了 明显 的 弯曲 变形 , 丧失 了 其 在 直线 形状 下 保持 平衡 的 能 力 ， 
从 而 导致 被 破坏 .显然 ， 它 明确 反映 了 压 杆 失 稳 与 强度 失效 不 同 。 

前 面 讨论 受 压 直 杆 的 强度 问题 时 ， 认 为 只 要 满足 杆 受 压 时 的 强度 条 件 ， 就 能 保证 压 杆 
的 正常 工作 。 实 验证 明 ， 这 个 结论 只 适用 于 短 粗 压 杆 ， ты ыал 其 
破坏 的 形式 却 呈 现 出 与 强度 问题 截然 不 同 的 现象 ， 属 于 本 章 讨论 的 压 杆 稳定 的 范畴 。 

思考 : 四 细 长 压 杆 在 轴 向 压力 作用 下 ， 如 何 确定 其 达到 破坏 的 临界 力 ? ОЕА 
算 问题 。 Na 


о 
la 
当 
ai 
Н} 
号 
ré: 


ITHE, BR 9.1(a) 所 示 的 等 直 细 长 杆 ， 在 其 两 端 施加 轴 向 压力 F， 使 杆 在 直 
线形 状 下 处 于 平衡 ， 此 时 ， 如 果 给 杆 以 微小 的 侧 向 干扰 力 ， 使 杆 发 生 微小 的 弯曲 ， 然 后 撤 
去 干扰 力 ， 则 当 杆 承 受 的 轴 向 压力 数值 不 同时 ， 其 结果 也 截然 不 同 。 当 杆 

EARE © 承受 的 轴 向 压力 数值 严 小 于 某 一 数值 Ft 时 ， 在 撤去 干扰 力 以 后 ， 杆 能 
а 动 恢复 到 原 有 的 直线 平衡 状态 而 保持 平衡 ， 如 图 9.1(a)、(b) 所 示 ， 这 种 能 

Г ОЧ 保持 原 有 的 直线 平衡 状态 的 平衡 称 为 稳定 的 平衡 ， 当 杆 承受 的 轴 向 压力 数 
【参考 图 文 】 。 值 严 逐 渐 增 大 到 (甚至 超过 ) 某 一 数值 F, 时 ,即使 撤去 干扰 力 , 杆 仍然 处 于 
微 弯 形状 ， 不 能 自动 恢复 到 原 有 的 直线 平衡 状态 ， 如 图 9.1(c)、(d) 所 示 ， 这 种 不 能 保持 原 
有 的 直线 平衡 关 态 的 平衡 称 为 不 稳定 的 平衡 。 如果 力 FRK, WFR, PER 









































上 述 现象 表明 ， 在 轴 向 压力 下 由 小 逐渐 增 大 的 过 程 中 ， 压 杆 由 稳定 的 平衡 转变 为 不 稳 
平衡 ， 这 种 现象 称 为 压 杆 丧 失 稳定 性 或 者 压 杆 失 稳 。 显 然 压 杆 是 否 失 稳 取 决 于 轴 向 压 
力 的 数值 ， 压 杆 由 直线 形状 的 稳定 的 平衡 过 渡 到 不 稳定 的 平衡 时 所 对 应 的 轴 向 压力 ， 称 为 
压 杆 的 临界 压力 或 临界 力 ， 用 Fe 表示 。 当 压 杆 所 受 的 轴 向 压力 小 于 临界 力 Fe 时 ， 杆 件 
就 能 够 保持 稳定 的 平衡 ， 这 种 性 能 称 为 压 杆 具 有 稳定 性 ， 而 当 压 杆 所 受 的 轴 向 压力 等 于 
或 者 大 于 Fe 时 ， 杆 件 就 不 能 保持 稳定 的 平衡 ， 从 而 失 稳 。 
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Е<Е, ЕХЕ, Е-Е, 
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十 扰 力 











K 
(a) (b) 
А 特别 提示 


当 压 杆 的 轴 向 压力 玉 小 于 Fu: 时 ， 杆 件 保 持 稳定 的 平衡 ， 压 杆 具 有 稳定 性 。 


压 杆 经 常 被 应 用 于 各 种 工程 实际 中 ”如 房屋 的 柱子 、 枯 架 中 的 压 杆 以 及 内 燃 机 的 连 杆 
等 。 不 仅 压 杆 会 出 现 失 稳 破坏 现象 ,, 其 他 构件 ， 如 图 9.2 所 示 的 梁 、 拱 、 薄 壁 简 、 圆 环 ， 
只 要 存在 压 应 力 ， 也 就 存在 稳定 问题 ,> 在 荷载 作用 下 ， 它 们 失 稳 的 形式 如 图 中 虚线 所 示 。 
这 些 构件 的 稳定 问题 一 般 比 较 复杂 2 本章 只 讨论 轴 向 受 压 直 杆 的 稳定 问题 。 


(с) 
图 9.1 等 直 细 长 杆 图 

















图 9.2 构件 的 失 稳 图 mesm 

/ PR Ы 

> 应 用 案例 9-1 БҮ Si 
回 T 

我 国 南方 连阴雨 雪 为 何 压 塌 高 压 线 铁塔 ? 【参考 图 文 】 











2008 年 1 月 ， 贵 州 及 长 江 中 下 游 地 区 长 时 间 连 阴雨 雪 ， 部 分 地 区 持续 冻雨 天 气 ， 降 雪 
降雨 最 终 转化 为 冰凌 ， 冰凌 每 天 一 层 的 将 高 压 电线 牢 牢 地 包 于 起 来 ， 情 形 像 树木 年 轮 一 样 ， 
电线 上 冰 的 厚度 都 超过 了 电线 直径 的 两 倍 ， 铁 的 密度 是 7.8g/cm ， 冰 的 密度 是 0.9g/cm?， 
相当 于 电线 12 的 质量 压 在 电线 上 ， 电 线 自然 承受 不 了 而 最 终 被 拉 断 。 高 压 线 的 铁塔 被 厚 
厚 的 冰 块 严 严实 实地 包裹 起 来 ， 并 承受 着 比 平时 高 若干 倍 的 高 压 电线 拉力 ， 而 最 终 倒塌 。 
这 种 情况 主要 发 生 在 湿度 极 高 、 温 度 较 低 的 南 岭 一 带 ， 所 以 湖南 的 郴州 、 衡 阳 一 带 的 70 多 
座高 压 线 铁塔 有 近 1/3 都 被 冰 压 垮 。 
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【案例 点 评 】 

电线 拉 断 是 轴 向 受 拉 破坏 : 电线 因 结 冰 而 沿 轴 向 的 拉力 增高 若干 倍 ， 而 电线 由 于 热 胀 
冷 缩 已 经 超出 设计 限度 ， 抗 拉 强 度 大 大 降低 。 

铁塔 压 垮 的 主要 原因 是 局 部 压 杆 失 稳 : 铁塔 是 钢 结构 的 棉 架 ， 主 要 由 受 拉 构 件 和 受 压 
构件 组 成 。 受 压 构件 受到 的 轴 向 压力 不 断 增 加 ， 超 过 其 临界 力 而 局 部 失 稳 ， 从 而 导致 整 座 
铁塔 倒塌 。 


а 知 识 链接 


有 关 钢 结构 的 知识 ， 请 参考 有 关 文献 ， 如 董 卫 华 主编 的 《 钢 结构 六 现行 国家 标准 《 钢 
结构 设计 规范 》(GB 50017 一 2003)。 


细 长 压 杆 临 界 力 计算 公式 一 欧 拉 公 式 


从 上 面 的 讨论 可 知 信 压 村 在 临界 力作 用 下 ， 其 均线 状态 的 平衡 将 由 稳定 的 平衡 转变 为 
不 稳定 的 平衡 ， 此 时 4 即使 撤去 侧 向 干扰 力 ， 压 丁 仍 然 将 保持 在 微 杰 状态 下 的 平衡 。 当然 ， 
如 果 压力 超过 这 个 痢 下 力 ， 弯 曲 变 形 将 明显 增 大 。 所 以 ， 使 压 杆 在 微 这 状态 下 保持 平衡 的 
最 小 的 轴 向 压 为 即 为 压 杆 的 临界 压力 。 下 而 介绍 不 同 约束 条 件 下 奈 杆 的 临界 力 计算 公式 。 

L 两 端 匀 支 细 长 杆 的 临界 力 计算 公 式 


设 两 端 铵 支 长 度 为 1 的 细 长 杆 ， 在 轴 向 压力 Fe 的 作用 下 保持 微 弯 平 衡 状态 ， 如 图 9.3 
所 示 。 




















图 9.3 азакта 


可 进一步 推导 出 杆 在 小 变形 时 其 挠 曲线 近似 微分 方程 为 
Фу 
ЕГ MC) (а) 
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在 图 9.3 所 示 的 坐标 系 中 ， 坐 标 x ЖЖАП ЕРИН УЫ 
М(х) = -Fay (b) 
将 式 (b) 代 入 式 (a)， 得 
Фу =_= 
Ега Fey (с) 
进一步 推导 (过 程 从 略 )， 可 得 临界 力 为 
Fa= zE 0-1) 


2009-1) Цу RMK ERAR, ОКУ (Ешег) 2 
Ў 特别 提示 


由 欧 拉 公式 可 看 出 ， 细 长 压 杆 的 临界 力 Fe 与 压 杆 的 谊 曲 刚 度 成 正比 ， 而 与 杆 长 1 的 平 
方 成 反比 。 

2， 其 他 约束 情况 下 细 长 压 杆 的 临界 力 

杆 端 为 其 他 约束 的 细 长 压 杆 ， 其 临界 力 计算 公式 可 参考 前 面 的 方法 导出 ， 也 可 以 采用 
类 比 的 方法 得 到 。 经 验 表明 ， 具 有 相同 挠 曲线 形状 的 压 杆 ， 其 临界 力 计算 公式 也 相同 。 于 
是 ， 可 将 两 端 铵 支 约束 压 杆 的 挠 曲线 形状 取 为 基本 情况 ,而 将 其 他 杆 端 约束 条 件 下 压 杆 的 
挠 曲线 形状 与 之 进行 对 比 ， 从 而 得 到 响应 杆 端 约束 条 件 下 杆 临界 力 的 计算 公式 。 为 此 ， 可 
写成 统一 形式 的 欧 拉 公式 ,- 昌 








п?ЕГ 
(шу 
式 中 ，H 一 一 折算 长 度 ， 表示 将 杆 端 约束 条 件 不 同 的 压 杆 计算 长 度 P ROR m EEEF A 
长 度 ， 称 为 长 度 系数 。 几 种 不 同 杆 端 约束 情况 下 的 长 度 系数 44 值 列 于 表 9-1 中 。 


А 特别 提示 


从 表 9-1 可 以 看 出 ， 两 端 匀 支 时 ， 压 杆 在 临界 力作 用 下 的 找 曲 线 为 半 波 正弦 曲线 ; 而 
一 端 固 定 、 男 一 端 匀 支 ， 计 算 长 度 为 1 的 压 杆 的 挠 曲线 ， 其 部 分 挠 曲线 (0.71) 与 长 为 1 的 两 
端 匀 支 的 压 杆 的 挠 曲线 的 形状 相同 ， 因 此 ， 在 这 种 约束 条 件 下 ， 折 算 长 度 为 0.71。 其 他 约 
束 条 件 下 的 长 度 系数 和 折算 长 度 可 以 此 类 推 . 


Faz 





(9-2) 





#91 压 杆 长 度 系数 


支承 情况 两 端 铵 支 
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支承 情况 
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ПАА 芍 拉 公式 的 适用 范围 
临界 应 力 和 有 柔 度 

有 了 计算 细 长 压 杆 | 
当 压 杆 在 临界 力 Fe 作用 下 处 于 直线 临界 状态 的 
Fi 除 以 横 截面 面积 4， 称 为 临界 应 力 ， 


0; 



































临界 力 的 欧 拉 公 式 ; 在 进行 有 





„ХА 






-稳定 计算 时 ， 需 要 知道 临界 应 力 ， 
时， 其 模 截 面 上 的 压 应 力 等 于 临界 力 


au 表示 ， 即 

















Fa 
Oa =— 
4 
将 式 (9-2) 代 入 士 式 ， 得 
ӱр RAEI 
сш) А 
若 将 压 杆 的 惯性 矩 了 写成 
г=Ёл 或 i=j} 
А 
式 中 ,i 一 一 压 杆 横 截面 的 惯性 半径 。 
于 是 临界 应 力 可 写 为 
mE _ mE 
Са = т 5 
(шу (и) 
i 
gaet, 则 
І 
-TE т 
оа=75 (9-3) 
式 (9-3) 为 计算 压 杆 临界 应 力 的 欧 拉 公 式 。 其 中 ，2? 称 为 压 杆 的 柔 度 ( 又 称 长 细 比 ): 
本 从 (9-4) 
1 
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和 柔 度 4 是 一 个 无 量 纲 的 量 ， 其 大 小 与 压 杆 的 长 度 系数 Jj、 杆 长 1 及 惯性 半径 i 有 关 。 
于 压 杆 的 长 度 系 数 j 决 定 于 压 杆 的 支承 情况 ， 惯 性 半径 i 决定 于 截面 的 形状 与 尺寸 ， 所 以 ， 
从 物理 意义 上 看 ， 柔 度 4 综 合 地 反映 了 压 杆 的 长 度 、 截 面 的 形状 与 尺寸 ， 以 及 支承 情况 对 
临界 力 的 影响 。 


Ма, 特别 提示 


由 式 (9-3) 还 可 以 看 出 ， 压 杆 的 柔 度 值 越 大 ， 则 其 临界 应 力 越 小 ， 压 杆 就 越 容易 失 稳 。 















































2.， 欧 拉 公 式 的 适用 范围 

欧 拉 公式 是 根据 挠 曲线 近似 微分 方程 导出 的 ， 而 应 用 此 微分 方程 时 ， 材 料 必 须 服 从 胡 
克 (Hooke) 定 理 。 因 此 ， 欧 拉 公式 的 适用 范围 应 当 是 压 杆 的 临界 应 力 cer 不 超过 材料 的 比例 
极限 cp， 即 
































有 


ЯТА р 为 压 杆 的 临界 应 力 达 到 材料 的 比例 极限 时 的 柔 度 值 ， 则 
Ар= [г \ (9-5) 
Op 


AZ Är (9-6) 

式 (9-6) 表 明 ; MERRITT Ah A AARAA И ИП A R ЯЛ 

力 。 这 类 压 杆 称 为 大 柔 度 杆 或 细 长 杆 。 从 式 (9-5) 可 知 ，4p 的 值 取 决 于 材料 性 质 ， 不 同 的 材 

料 都 有 自己 的 E 值 和 op 值 。 所 以 ， 不 同 材 料 制 成 的 压 杆 ， 其 Xp 也 不 同 。 例 如 ，Q235 钢 ， 
op=200MPa，E=200GPa， 由 式 (9-5) 即 可 求 得 ，4p = 100. 


Ў 特别 提示 


由 欧 拉 公式 计算 压 杆 的 临界 力 或 临界 应 力 ， 但 欧 拉 公式 只 适用 于 较 细 长 的 大 柔 度 杆 。 


故 欧 拉 公式 的 适用 范围 为 


中 长 杆 的 临界 力 计算 一 经验 公 式 、 临 界 应 力 总 图 


1， 中 长 杆 的 临界 应 力 计算 


上 面 指出 ， 欧 拉 公式 只 适用 于 较 细 长 的 大 柔 度 杆 , 即 临界 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 ， 
也 即 材料 处 于 弹性 稳定 状态 。 当 临界 应 力 超过 比例 极限 时 ， 材 料 处 于 弹 塑 性 阶段 ， 此 类 压 
杆 的 稳定 属于 弹 塑 性 稳定 ( 非 弹性 稳定 ) 问 题 ， 此 时 ， 欧 拉 公 式 不 再 适用 。 对 这 类 压 杆 各 国 
大 都 采用 从 试验 结果 得 到 经 验 公式 计算 临界 力 或 临界 应 力 ， 经 验 公式 是 在 试验 和 实践 资料 
的 基础 上 ， 经 过 分 析 、 归 纳 而 得 到 的 。 各 国 采用 的 经 验 公 式 多 以 本 国 的 试验 为 依据 ， 因 此 





经 验 公式 
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计算 不 尽 相同 。 我 国 比较 常用 的 经 验 公 式 有 直线 公式 和 抛物 线 公 式 等 ， 本 书 只 介绍 直线 公 
































©==а- А (9-7) 








AF, а, р УМИ, МРа. ВЕН а, РАА Л 9-2. 
#92 几 种 常用 材料 的 a、b 值 













Q235 钢 
62 
os=235MPa 
硅钢 с, = 353МРа & 
ab 三 5S10MPa 





铬 钼 钢 
硬 铝 






应 当 指 出 ， 经 验 公 式 (9-7) 也 有 其 适用 范围 、 它 要 求 临 界 应 力 不 超 过 材料 的 受 压 极限 应 
力 。 这 是 因为 当 临 界 应 力 达到 材料 的 受 压 极 限 应 力 时 ， 压 杆 已 因为 强度 不 足 而 破坏 。 因 此 ， 
对 于 由 塑性 材料 制 成 的 压 杆 ， 其 临界 应 为 不 允许 超过 材料 的 届 服 应 力 os， 即 


our=a-bA<o, 


或 和 
令 АК” (9-8) 
得 224, 


RP, д ТУНИ ЛУ А ЛЕНЕ ЛА. дь 一 样 ， 它 也 是 一 个 与 
材料 的 性 质 有 关 的 常数 。 因 此 ， 直 线 经 验 公式 的 适用 范围 为 
ESES A (9-9) 
计算 时 ， 一 般 把 柔 度 值 介 于 4 与 4p 之 间 的 压 杆 称 为 中 长 杆 或 中 和 柔 度 杆 ， 而 把 柔 度 小 于 
,的 压 杆 称 为 短 粗 杆 或 小 柔 度 杆 。 对 于 柔 度 小 于 4 的 短 粗 杆 或 小 柔 度 杆 ， 其 破坏 则 是 因为 
材料 的 抗 压强 度 不 足 而 造成 的 ， 如 果 将 这 类 压 杆 也 按照 稳定 问题 进行 处 理 ， 则 对 塑性 材料 
制 成 的 压 杆 来 说 ， 可 取 临 界 应 力 au = cs。 
2， 临 界 应 力 总 图 


综 上 所 述 ， 压 杆 按照 其 柔 度 的 不 同 ， 可 以 分 为 三 类 ， 并 分 别 由 不 同 的 计算 公式 计算 其 
临界 应 力 。@ 当 4 三 4p 时 ， 压 杆 为 细 长 杆 (大 柔 度 杆 )， 其 临界 应 力 用 欧 拉 公式 (9-3) 来 计算 ; 
HA <A < 4b 时 ， 压 杆 为 中 长 杆 ( 中 柔 度 杆 )， 其 临界 应 力 用 经 验 公 式 (9-7) 来 计算 ; @ 当 
4 和 4 时 ， 压 杆 为 短 粗 杆 (小 柔 度 杆 )， 其 临界 应 力 等 于 杆 受 压 时 的 极限 应 力 。 如 果 把 压 杆 的 
临界 应 力 根据 其 柔 度 不 同 而 分 别 计算 的 情况 ， 用 一 个 简 图 来 表示 ， 该 图 形 就 称 为 压 杆 的 临 
界 应 力 总 图 。 图 9.4 即 为 某 塑性 材料 的 临界 应 力 总 
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а | 








短 粗 杆 中 长 杆 细 长 杆 
к + 


9.4” 某 塑性 材料 的 临界 应 力 总 图 


/ 
> 应 用 案例 9-2 

如 图 9.5 所 示 ， 一 端 固定 另 一 端 自 由 的 细 闫 压 杆 ,其 杆 长 1= 2m, 截面 形状 为 矩形 , b= 
20тт. л = 45тт, Ж 0235 钢材 ， 材 料 的 弹性 模 量 E= 200GPa. ч 
试 计算 该 压 杆 的 临界 力 。 若 把 截面 改 为 bp 二 有 = 30mm， 而 保持 长 度 | 
不 变 ， 则 该 压 杆 的 临界 力 又 为 多 大 ? 4- 

СЛ (1) 5 b=20mm л = 45тт 时 。 

@ 计算 截面 的 惯性 矩 。 
由 前 述 可 知 ， 该 压 杆 必 在 xz 平面 内 失 稳 , 故 计算 惯性 矩 为 

J 20 тт“ 3.0. х 10%тт* 


12 2 ы 
© 计算 压 杆 的 柔 度 。 


1, b 
查 表 9-1 得 4 =2, Lis fmt, 得 
äi 4 i 






































4 =H 2I 692.8 > X= 100 (# Ж 9-2) \ 
М2 图 9.5 应 用 案例 9-2 图 
所 以 ， 压 杆 是 细 长 杆 ( 大 和 柔 度 杆 )， 可 应 用 欧 拉 公式 。 
© 计算 临界 力 。 


= El -TÈ x 200x10 x3x10™ N _ 3701N = 3.70kN 
(ш) (2х2) 
(2) 当 截 面 改 为 b=h=30mm 时 。 
© 计算 截面 的 惯性 矩 。 
bhè _30* 


大 = 大 = 一 = 一 -mm4=6.75x 10*тт* 
12 12 





а 
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@ 计算 压 杆 的 柔 度 。 





4 = 2x2000 -4619> 1% 
i 
V2 
所 以 ， 压 杆 为 细 长 杆 ， 可 应 用 欧 拉 公 式 。 
© 计算 临界 力 。 
Е, _ л? х200х10 х6.75х10* N = 83303 = 8.330 

(шу (2х2) 

【案例 点 评 】 


两 种 情况 分 析 ， 其 横 截面 积 相等 ， 支 承 条 件 也 相同 ， 但 计算 得 到 的 临界 力 后 者 大 于 前 
#. озираи ан чаа 


ж a 用 案例 9-3 


如 图 9.6 所 示 为 两 端 匀 支 的 圆 形 截面 受 压 杆 ， 用 0235 钢 制 成 ， 
材料 的 弹性 模 量 E = 200GPai_ 届 服 点 应 力 as = 235MPa， 直 径 d = 
40mm, 试 分 别 计算 下 面 两 种 情况 下 压 杆 的 临界 力 : (1) 杆 长 1= 1.2m; 
(2) 杆 长 1= 0.6mv 人 N 


А (#1 ЭХ Жит, т 


"A 








Hig £ = 10mm 
(1) 计算 杆 长 12m 时 的 临界 力 。 
柔 度 aE DARO _ 120> 4p = 100 (#Ж 9-2) 
1 
Е 所 以 压 杆 是 细 长 杆 (大 柔 度 杆 )， 可 应 用 欧 拉 公式 : 
图 9.6 应 用 案例 9-3 图 Famo, _TE па? _ m x200x10° х40° 
a 4 120° х4 


= 54.83 x 103N = 54.83kN 
(2) 计算 杆 长 1= 0.6m 时 的 临界 力 。 


*® 4-1-5 сд, = 62 (# Ж 9-2) 
压 杆 为 短 粗 杆 (小 柔 度 杆 )， 按 强度 计算 其 临界 力 为 
= 0,4 = 235 х юе N = 295.3 x 10°N = 295.3kN 
【案例 点 评 】 
压 杆 的 两 种 情况 对 比 ， 其 截面 形式 、 截 面 面 积 、 支 承 条 件 相等 ， 不 同 的 仅 是 杆 长 。 细 


长 杆 (大 柔 度 杆 ) 按 欧 拉 公 式 计 算 ; 但 杆 长 减 半 ， 压 杆 就 变 成 为 短 粗 杆 (小 柔 度 杆 )， 其 极限 承 
载 能 力 成 倍 提高 。 


262 


#9 





L шр 9-4 


某 施工 现场 脚手架 有 两 种 搭设 ， 第 一 种 是 有 扫地 杆 形式 ， 如 图 9.7(a) 所 示 ; 第 二 种 是 无 
扫地 杆 形式 ， 如 图 9.7(b) 所 示 。 压 杆 采 用 外 径 为 48mm， 内 径 为 41mm 的 焊接 钢管 ， 材 料 的 


弹性 模 量 EE=200GPa， 计 算 排 距 为 1.8m。 现 比较 两 种 情 
况 下 压 杆 的 临界 应 力 。 
【 解 】(1) 第 一 种 情况 的 临界 应 力 。 
一 端 固定 一 端 贸 支 , 因此 1=0.7, 计算 杆 长 1= 1.8m， 
则 惯性 半径 为 
А -4 аза) 
т у^ 4 їй +?) 
4 





(b) 
) = 15.78 тт 
48 图 9.7 应 用 案例 9-4 图 
柔 度 为 
-A „021518005 79 85 < 40- 100 
i ҖУ15,7% 


所 以 压 杆 为 中 长 杆 (中 柔 广 杆 ) 其 临界 应 力 按 直线 公 趟 

Ge =a > БА = (304-1.12 x 79.85)МРа = 214.57МРа 
(2) 第 二 种 情况 的 临界 应 力 。 
一 端 固定 一 端 自拍 ， 因 此 J =2， 计 算 杆 长 &=1.8m， 则 惯性 半径 为 


f =15.78mm 
A 


a = 251800 -228.1> 4p= 100 


所 以 是 细 长 杆 (大 柔 度 杆 )， 可 应 用 欧 拉 公式 ， 其 临界 应 力 为 
-TE 3.142 х2х10° 


ЖЯ 


МРа = 37.94МРа 





баа y 228.12 
(3) 比较 两 种 情况 下 压 杆 的 临界 应 力 。 
93-9, пур 214573794 _ 875 





214.57 


【案例 点 评 】 
计算 表明 : 有 、 无 扫地 杆 的 脚手架 搭设 是 完全 不 同 的 情况 ， 因 此 搭设 脚手架 一 定 要 有 
扫地 杆 。 在 建筑 施工 过 程 中 要 注意 这 一 类 问题 。 
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当 压 杆 中 的 应 力 达 到 或 超过 其 临界 应 力 时 ， 压 杆 会 丧失 稳定 。 所 以 ， 在 工程 中 ， 为 确 
保 压 杆 的 正常 工作 ， 并 具有 足够 的 稳定 性 ， 其 横 截 面 上 的 应 力 应 小 于 临界 应 力 。 同 时 还 必 
须 考虑 一 定 的 安全 储备 ， 这 就 要 求 横 截 面 上 的 应 力 ， 不 能 超过 压 杆 的 临界 应 力 的 许 ) 值 























[с], BH | 
о-и < 四 
[co 为 临界 应 力 的 许 用 值 ， 其 值 为 EN 
[od = ® 


式 中 ，nw 一 一 稳定 安全 因数 。 К 

稳定 安全 因数 一 般 都 大 于 强度 计算 时 的 安全 因数 ， 这 是 因为 在 确定 稳定 安全 因数 时 ， 
除了 应 遵循 确定 安全 因数 的 一 般 原 则 以 外 ， 还 必须 考虑 实际 压 杆 并 非 理 想 的 轴 向 压 杆 这 一 
情况 。 例 如 ， 在 制造 过 程 中 ; 杆 件 不 可 避免 地 存在 微小 的 弯曲 ( 即 存在 初 曲率 ): 同时 外 力 
的 作 线 也 不 可 能 绝对 准确 地 与 杆 件 的 轴线 相 重合 ( 即 存 在 初 偏心); 另外 ， 也 必须 考虑 杆 
件 的 细 长 程度 ， 杆 件 越 细 长 ， тезгенне, 稳定 安全 因数 应 越 大 等 ， 这 些 因素 
都 应 在 稳定 安全 因数 中 加 以 考虑 。 ур 

为 了 计算 上 的 方便 ， 将 临界 应 力 的 允许 值 ， 写成 如 下 形式 


2: = pjo] (с) 























[cdq]= 


从 式 (co) 可知 ，g 值 为 





Ce 

тЫ (9) 
式 中 强度 计算 时 的 许 用 应 力 ; 

9 一 一 折 减 系数 ， 其 值 小 于 1。 

式 (d) 可 知 ， 当 [a] 一 定时 ，g 取 决 于 Ger 与 nst。 由 于 临界 应 力 cer 值 随 压 杆 的 柔 度 
而 改变 , 而 不 同 柔 度 的 压 杆 一 般 又 规定 不 同 的 稳定 安全 因数 , 所 以 折 减 系数 g 是 柔 度 4 的 
函数 。 当 材料 一 定时 ，gp 值 取决 于 柔 度 4 的 值 。 Ж 9-3 给 出 了 几 种 材料 的 折 减 系数 g 与 柔 
度 4 的 值 。 
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#93 折 减 系数 表 











ГА 


16 9 


o 


16 9 









Q235 钢 Q235 钢 




















0 1.000 1.000 0.536 0.384 0.248 
10 0.995 0.993 0.466 0.325 0.208 
20 0.981 0.973 0.401 0.279 0.178 
30 0.958 0.940 0.349 0.242 0.153 
40 0.927 0.895 0.306 0.213 0.133 
50 0.888 0.840 0.272 0.188 0.117 











180 
| oso f 1% | 
| oso | ~ 


[ol SL RRE AFAA”, 但 两 者 却 有 很 大 的 不 同 。[c] 只 与 材料 有 关 ， 当 材料 
一 定时 ， 其 值 为 定 值 ， 而 [oe] 除了 与 材料 有 关 以 外 ， 还 与 压 杆 的 长 细 比 有 关 ， 所 以 ， 相 同 
材料 制 成 的 不 同 长 度 ( 柔 度 不 同 ) 的 压 丁 ,其 [co 值 是 不 同 的 。 

将 式 (c) 代 入 式 (a)， 可 得 














Е 
с=— <ф[с 
a elel 


或 45<[e (9-10) 
于 折 减 系数 p 可 按 4 的 值 直接 从 表 9-3 中 
查 到 ， 因 此 ， 按 式 (9-10) 的 稳定 条 件 进行 压 杆 的 稳定 计算 ， 十 分 方便 。 该 方法 也 称 为 实用 计 































算 方 法 。 
[и 计算 中 ， 压 杆 的 横 截 面 面 积 4 均 采 用 毛 截 面 面 积 计算 ， 即 当 压 杆 在 
局 部 有 横 截面 前 弱 ( 如 钻 孔 、 开 口 等 ) 时 ， 可 不 予 考虑 。 因 为 压 杆 的 稳定 性 取决 于 整个 杆 件 








的 弯曲 刚度 ， 而 局 部 的 截面 削弱 对 整个 杆 件 的 整体 刚度 来 说 ， 影 响 甚 微 。 但 是 ， 对 截面 的 
削弱 处 ， 则 应 当 进 行 强度 验算 。 
应 用 压 杆 的 稳定 条 件 ， 可 以 进行 三 个 方面 的 问题 计算 。 
(1) 稳定 校 核 。 已 知 压 杆 的 几何 尺寸 、 所 用 材料 、 支 承 条 件 以 及 承受 的 压力 ， 验 算是 
否 满 足 式 (9-10) 的 稳定 条 件 。 
这 类 问题 ， 一 般 应 首先 计算 出 压 杆 的 柔 度 4， 根 据 4 查 出 相应 的 折 减 系数 p， 再 按照 式 
(9-10) 进 行 校 核 。 
(2) 计算 稳定 时 的 许 用 荷载 。 己 知 压 杆 的 几何 尺寸 、 所 用 材料 及 支承 条 件 ， 按 稳定 条 
件 计算 其 能 够 承受 的 许 用 荷载 己 值 。 
这 类 问题 ， 一 般 也 要 首先 计算 出 压 杆 的 柔 度 4， 根据 4 查 出 相应 的 折 减 系数 p， 再 按照 
F<4op[c] 进 行 计算 。 
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(3) 截面 设计 。 已 知 压 杆 的 长 度 、 所 用 材料 、 支 承 条 件 以 及 承受 的 压力 F， 按 照 稳定 条 
件 计算 压 杆 所 需 的 截面 尺寸 。 
这 类 问题 ， 一 般 采 用 “ 试 算法 ”。 这 是 因为 在 稳定 条 件 式 (9-10) 中 ， 折 减 系数 gp 是 根据 





压 杆 的 柔 度 4 查 表 得 到 的 ， 而 在 

















压 杆 的 截面 尺寸 尚未 确定 之 前 ， 压 杆 的 柔 度 4 不 能 确定 ， 所 


以 也 就 不 能 确定 折 减 系数 p。 因 此 ， 只 能 采用 试 算法 ， 首先 假定 一 个 折 减 系数 p 值 (0 与 1 








之 间 ， 一 般 采 


由 稳定 条 件 计算 所 需要 的 截面 面积 А: 然后 计算 














根据 压 杆 的 柔 度 4 查 表 得 到 折 减 系数 p， 再 按 





足 稳定 条 件 ， 风 


折 减 系数 法 的 压 杆 稳定 条 件 有 三 方面 的 实用 计算 ， 


0.45)， 











式 








H 压 杆 的 柔 度 ? ， 


(9-10) 验 算是 否 满足 稳定 条 件 。 如 果 不 满 


应 重新 假定 折 减 系数 p 值 ， 重 复 上 述 过 程 ， 直 到 满足 稳定 条 件 为 止 。 


Ма, 特别 提示 





荷载 ; 加 截面 设计 。 


Z 应 用 案例 9-5 


如 图 9.8 所 示 , 构架 由 两 根 直 径 相同 的 圆 杆 构成 , 杆 的 材料 为 Q235 钢 , 直径 а = 20mm， 
材料 的 许 用 应 力 [c] = 170МРа, BA п = 04-Е F= 15КМ. 试 在 计算 平面 内 校 核 二 














杆 的 稳定 。 





(а) (b) 
图 9.8 应 用 案例 9-5 


【 解 〗(1) 计算 各 杆 承受 的 压力 。 
以 结 点 4 为 研究 对 象 ， 列 平衡 方程 


PF:=0, ив * с0545°- ис * cos30°=0 
DF,=0, Рив * sin45° + Руис * sin30°-F=0 


联 立 ， 解 得 二 杆 承受 的 压力 为 


АВ 杆 
АСЖ 


Fg = 0.896Е = 13.44kN 
Fac= 0.732Е = 10.98kN 


(2) 计算 二 杆 的 柔 度 。 


各 杆 的 长 度 分 别 为 
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Lis = V2h = 2. x 0.4m= 0.566m 
lac = 2һ = 2 x 0.4m = 0.8m 


分 别 为 :1@@ 稳 定 校 核 ; @ 计 算 许 用 





Fw Fur 


#9 





则 三 杆 的 柔 度 分 别 为 
2 = а -Haa 4x1x0.566 _ 
AB 


а 
дас -Hlc _4х1х0.8 _ 160 
а 0.02 
4 











(з) 根据 柔 度 查 折 减 系数 。 


Фав = Физ = ит 970». х3= 0.515, фас= 0.272 
(4) 按照 稳定 条 件 进 行 验算 。 


АВ 杆 -Кв_—__1344х10° pa 83 х 10а = 83МРа< [0] 
Афв (0.027 
(2) х 0.515 
ACH Ze 1098х10_ Ра = 128 х 10fPa=128MPa < [с] 
Pae (22) x0.272 
【案例 点 评 】 
本 例题 为 稳定 校 核 问 题 。 二 杆 分 别 满足 稳定 条 件 ， 因 此 ， 构 架 稳定 。 
/ 
一 应 用 案例 9-6 
如 图 














9.9(a) 所 示 支 架 , BD 杆 为 正方 形 截面 的 木 杆 ,其 长 度 1=2m， 截 面 边 长 a=0.1m， 
木材 的 许 用 应 力 [c] = 10MPa， 试 从 满足 BD 杆 的 稳定 条 件 考虑 ， 











计算 该 支架 能 承受 的 最 大 
荷载 А. 
-- 12 ү. 
B È 
ы” 


(b) 





图 9.9 应 用 案例 9-6 图 
【 解 〗(1) BD 杆 为 压 杆 ， 计 算 其 柔 度 。 





у= 
т соѕ30° КА 
2 


App 080. -人 Hw _ 15231 


и 
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уна а 
根据 柔 度 48p 查 表 ， 得 gsp = 0.470, N) BD 杆 能 承受 的 最 大 压力 为 
a 0.12 x 0.470 x 10 x 10% = 47.1 x 10°N = 473 
(3) REIH F 5 BD 杆 所 承受 压力 之 间 的 关系 ， 求 出 该 支架 能 承受 的 最 大 荷载 А. 
以 4C 为 研究 对 象 ， 如 图 9.9(b) 所 示 。 列 平衡 方程 
3 


1 
AM =0， Fap* —-Е* 51=0 
А BD 2 2 














从 而 可 求 得 
ЕР 
因此 ， 该 支架 能 承受 的 最 大 荷载 Fnax 为 


Р = Раа 1 х 47.1 х 10N = 15.7 х 10N =15:7КҸ 


(4) 取 值 : А 
Fmax = 15 
【案例 点 评 】 күш 
本 例题 为 计算 压 杆 稳定 时 的 许 用 荷载 问题 入 一 般 许 用 荷载 取 正 整数 。 





要 提高 压 杆 的 稳定 性 ， 关键 在 于 提高 硅 社 的 临界 力 或 临界 应 力 。 而 压 杆 的 临界 力 和 临 
界 应 力 ， 与 压 杆 的 长 度 、 横 截面 形状 及 大 小 、 支 承 条 件 以 及 压 杆 所 用 材料 等 有 关 。 因 此 ， 
可 以 从 以 下 几 个 方面 考虑 。 

1. 合理 选择 材料 


欧 拉 公式 告诉 我 们 ， 细 长 杆 的 临界 应 力 ， 与 材料 的 弹性 模 量 成 正比 。 所 以 选择 弹性 模 量 
较 高 的 材料 ， 就 可 以 提高 细 长 杆 的 临界 应 力 ， 也 就 提高 了 其 稳定 性 。 但 是 ， 对 于 钢材 而 言 ， 
各 种 钢 的 弹性 模 量 大 至 相同， 所 以 ， 选 用 高 强度 钢 并 不 能 明显 提高 细 长 杆 的 稳定 性 。 而 中 长 
杆 的 临界 应 力 则 与 材料 的 强度 有 关 ， 采 用 高 强度 钢材 ， 可 以 提高 这 类 压 杆 抵抗 失 稳 的 能 力 。 

2， 选 择 合理 的 截面 形状 


增 大 截面 的 惯性 矩 ， 可 以 增 大 截面 的 惯性 半径 ， 降 低压 杆 的 柔 度 ， 从 而 可 以 提高 压 杆 
的 稳定 性 。 在 压 杆 的 横 截 面 面 积 相同 的 条 件 下 ， 应 尽 可 能 使 材料 远离 截面 形 心 轴 ， 以 取得 
较 大 的 轴 惯 性 矩 ， 从 这 个 角度 出 发 ， 空 心 截面 要 比 实心 截面 合理 ， 如 图 9.10 所 示 。 在 工程 
实际 中 ， 若 压 杆 的 截面 是 用 两 根 槽 钢 组 成 的 ， 则 应 采用 如 图 9.11 所 示 的 布置 方式 ， 可 以 取 
得 较 大 的 惯性 矩 或 惯性 半径 。 
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另外 ， 由 于 压 杆 总 是 在 柔 度 较 大 (临界 力 较 小 ) 的 纵向 平面 内 首先 失 稳 ， 所 以 应 注意 尽 
可 能 使 压 杆 在 各 个 纵向 平面 内 的 柔 度 都 相同 ， 以 充分 发 挥 压 杆 的 稳定 承载 力 。 


























(b) i 
图 9.10 ”截面 形状 图 图 9.11 合理 截面 图 

3， 政 善 约束 条 件 、 减 小 压 杆 长 度 

根据 欧 拉 公式 可 知 ， 压 杆 的 临界 力 与 其 计算 长 度 的 平方 成 反比 ， 而 压 杆 的 计算 长 度 又 
与 其 约束 条 件 有 关 。 因 此 ， 改 善 约束 条 件 ， 可 以 减 小 压 杆 的 长 度 系数 和 计算 长 度 ， 从 而 增 
大 临界 力 。 在 相同 条 件 下 ， 从 表 9-1 中 可 知 ， 自 由 支 座 最 不 利 ， 贸 支 座 次 之 ， 固 定 支 座 最 
有 利 。 

减 小 压 杆 长 度 的 另 一 方法 是 在 压 杆 的 中 间 增 加 支承 ， 如 图 9.12(a) 所 示 的 两 端 匀 支 细 长 
压 杆 ， 中 点 增加 支撑 [图 9.12(b)j]， 则 其 计算 长 度 变 为 原来 的 一 半 ， 和 柔 度 即 为 原来 的 一 半 ， 
而 它 的 临界 力 却 是 原来 的 4 倍 。 





(а) (b) 
图 9.12 ”中 间 增 加 支承 图 


[WA 和 特别 提示 


提高 压 杆 稳定 性 ， 至 少 可 以 从 三 个 方面 采取 措施 。 


бл 结 


1. 等 直 细 长 压 杆 平衡 状态 的 稳定 性 
(1) 稳定 平衡 : 当 工作 力 小 于 临界 力 时 ， 压 杆 能 保持 原来 的 平衡 状态 。 


269 


A 
A 
ПП 928-0 


(2) 不 稳定 平衡 : 当 工 作 力 大 于 或 等 于 临界 力 时 ， 压 杆 不 能 保持 原来 的 平衡 状态 ， 压 
杆 失 稳 。 

2. 欧 拉 公 式 与 临界 应 力 总 图 

(1) 当 4 宇 4p 时 ， 压 杆 为 细 长 杆 (大 和 柔 度 杆 )， 其 临界 力 和 临界 应 力 用 欧 拉 公 式 来 计 
算 ， 即 
TBE7 _mE 
(шу, Р 

(2) #4,<4 <4p 时 ， 压 杆 为 中 长 杆 (中 柔 度 杆 )， 其 临界 应 力 用 经 验 公 式 来 计算 。 

(3) 当 4 科 4 时 ， 压 杆 为 短 粗 杆 (小 柔 度 杆 )， 其 临界 应 力 等 于 杆 受 压 时 的 极限 应 力 ， 按 
强度 理论 计算 。 

3， 压 杆 稳定 的 实用 计算 

折 减 系数 法 的 压 杆 稳定 条 件 为 
Е 
A 


cr 





с=—<ф[о] 或 全 slal 
p 


应 用 压 杆 稳定 条 件 ， 可 以 进行 三 方面 的 实用 计算 ， 分 别 为 : 四 压 杆 稳定 校 核 ; ОЯ 
许可 荷载 ; @@ 压 杆 的 截面 设计 。 | 
Га] [а] 

四 
[8] а 
【资料 阅读 】 | 

(1) 什么 是 压 杆 的 稳定 平衡 与 不 稳定 平衡 信件 么 是 失 稳 ? 什么 是 临界 状态 ? 

(2) 什么 是 临界 办 7 计算 临界 力 的 欧 锤 公式 的 应 用 条 件 是 什么 ? 

(3) 什么 是 压 杆 的 柔 度 ? 其 物理 意义 如 何 ? 

(4) 由 塑性 材料 制 成 的 小 柔 度 压 杆 ， 在 临界 力作 用 下 是 否 仍 处 于 弹性 状态 ? 

(5) 只 要 保证 压 杆 的 稳定 就 能 够 保证 其 承载 能 力 ， 这 种 说 法 是 否 正确 ? 

(6) 采取 哪些 措施 可 以 提高 压 杆 稳定 性 ? 


Ca zad 


бы жй» 


一 、 填 空 题 

(1) 能 保持 原 有 的 直线 平衡 状态 的 平衡 称 为 Я 

(2) 不 能 保持 原 有 的 直线 平衡 状态 的 平衡 称 为 Р 

(3) 压 杆 由 直线 形状 的 稳定 的 平衡 过 渡 到 不 稳定 的 平衡 时 所 对 应 的 轴 向 压力 称 
为 8 
(4) жах. 5 жка, КЁ Аи ; жан, КА АЖИ 
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(5) 临界 力 Fut 除 以 横 截面 面积 4 称 为 š 
(6) 柔 度 1 是 一 个 “的 量 。 
二 、 单 选 题 
(1) 构件 保持 原来 平衡 状态 的 能 力 称 (  ). 

А. 刚度 В. 强度 С. 稳定 性 D. 极限 强度 
(2) 压 杆 的 柔 度 4 越 大 ， 压 杆 的 临界 力 ( 。”)、 临 界 应 力 ( ). 

А. ЖЖ B. жх С. 下 一 省 D. Ah 
(3) 压 杆 的 临界 力 与 ( BAX. 

А. 压 杆 所 受 外 力 в. 截面 的 形状 与 尺寸 


с. 压 杆 的 支承 情况 р. 村 长 А 
(4) 如 图 9.13 所 示 ， 小 球 在 (  ) 处 是 稳定 平衡 状态 。 7 








@) г ы ©) 
J олз 单 选 题 (4) 图 ХХ СЖ 
А. (а) у: b су ©. 2 D， 都 不 正确 
=, инж “一 т 


а) Æ 
о) ж 
(3) Æ 
(4) Ж 
(5) 临 


杆 的 季度 有 越 小 ， 压 杆 的 临界 力 越 小 。 ( 
杆 的 柔 度 4 大 于 Xp， 压 杆 为 中 长 杆 。 ( 
杆 的 折 减 系数 与 压 杆 的 柔 度 4 无 关 . ( 
杆 的 横 截面 越 大 ， 压 杆 的 临界 应 力 一 定 越 大 。 
界 应 力 与 压 杆 的 截面 的 形状 与 尺寸 、 压 杆 的 支承 情况 、 杆 长 有 关 。 ( 


四 、 主 观 题 


(1) 如 


图 9.14 所 示 压 杆 ， 截 面 形状 都 为 圆 形 ， 直 


Sm 
径 d= 160mm, 材料 为 Q235 钢 , 弹 性 模 量 巨 = 200GPa。 (а) ПЕЧ 
试 按 欧 拉 公式 分 别 计算 各 杆 的 临界 力 。 


(2) 如 





图 9.15 ЖАКЕН, ЙА, 材 o = Р 
49, Е Е = 200GPa， 试 用 欧 拉 公 式 


料 用 Q235 

分 别 计算 下 列 三 种 情况 的 临界 力 : 9m 
© 圆 形 截面 ,直径 d=25mm, [= 1m; of =, F 
© ЖУ, h=2b=40mm, 1= 1m; mmm 
(9 No.16 174A, 1=2m. 图 9.14 ”主观 题 (1) 图 
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图 9.15 主观 题 (2) 图 


(3) 某 连 杆 ， 材 料 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 Е = 200GPa， 横 截面 面积 4 = 44cm, HEE 
1,= 120 х 104mm4， 天 = 797 x 104mm4， 在 和 9 平面 内 ， 长 度 系 数 人 = 1; 在 xz 平 面 内 ， 长 度 
系数 /1 = 0.5。 试 计算 该 连 杆 的 临界 力 和 临界 应 力 。 

(4) ЖЕЛ, 已 知 丝 杆 长 度 1=375mm, 内 径 d= 40mm, 材料 为 No.45 钢 (a = 589МРа, 
Ь = 3.82МРа, 4р = 100, 2,=60), ЖЖЖ ЕР= 80kN， 规 定 的 安全 因数 ns = 4。 试 校 核 
其 稳定 性 。 

(5) 如 图 9.16 所 示 梁 柱 结构 ,横梁 AB 的 截面 为 矩形 ，px = 40mm x 60mm; 坚 柱 CD 
的 截面 为 圆 形 ， 直 径 d= 20mm。 在 САЛЕ Е, HAA 0235 钢 ， 规 定安 全 因数 n= 
3。 若 现在 4B 梁 上 最 大 弯曲 应 力 g = 140MPa， 试 校 核 -CD 杆 的 稳定 性 。 

(6) 简易 起 重 机 如 图 9.17 所 示 ， 压 杆 BD 为 No.20 1849, М 0235 钢 。 起重机 的 最 
大 起 吊 量 下 = 40kN， 若 规定 的 安全 因数 / 唱 = 4, 试 校 核 BD 杆 的 稳定 性 。 

600 800 























1.5m 





图 9.16 主观 题 (5) 图 图 9.17 主观 题 (6) 图 





【习题 答案 】 


#4 О=ю=анвии 























定 结构 位 移 的 步骤 和 原理 ， 熟 练 运 
述 线 弹性 体系 的 四 个 互 等 定理 。 



































知识 要 点 EDER 所 占 比重 
зу екуи ы | (D 能 正确 描述 结 梅 位 移 的 概念 
结构 位 移 的 定义 \ 产 生 位 移 的 原因 及 位 | (2) 会 区 分 线 信 移 ” 角 位 移 、 绝 对 位 移 、 相 对 10% 
移 计算 目的 
位 移 
虚 功 原理 实际 状态 、 虚 拟 状态 、 力 状态 、| (1) 掌握 实 功 、 虚 功 的 概念 和 区 别 
位 移 状态 (2) 理解 虚 功 原理 的 实质 3% 
单位 痊 载 法 计算 位 移 的 原理 .建立 内 力 | (1) 正确 建立 虚拟 状态 М 
方程 、 积 分 计算 结构 位 移 (2) 能 计算 各 个 截面 的 位 移 
图 乘法 的 概念 、 夺 和 矩 图 的 面积 计算 及 形 | (1) 理解 图 乘法 的 使 用 条 件 Г 
ИЯ Б 
支 座 移动 引起 结构 位 移 的 特性 ` 支 座 移 | (1) 理解 支 座 移动 时 静 定 结构 的 位 移 特点 кн 
动 引起 结构 位 移 的 计算 (2) 能 计算 支 座 移动 时 各 截面 产生 的 位 移 2 
i ыу у, | O 理解 功 的 互 等 定理 
E Ae e о) жнт BA TEPEE 10% 
互 等 定理 的 应 用 





虚 功 原 理 ， 虚 拟 状 态 的 建立 ， 单 位 荷载 法 、 图 乘法 计算 梁 和 刚 架 的 位 移 。 


A 
A 
— M eme 


“Ма, 生活 知识 提 点 
在 屋面 梁 的 施工 中 ， 对 大 梁 要 起 拱 ， 这 是 什么 原因 呢 ? 因为 不 起 拱 大 梁 在 屋面 荷载 作 
用 下 会 产生 变形 ， 使 屋面 不 平整 。 起 拱 量 值 应 该 为 多 少 ? 下 面 来 讨论 这 一 问题 。 


м вй 


结构 的 位 移 计算 是 刚度 分 析 的 基础 。 结 构 在 荷载 作用 下 如 果 变 形 太 大 ， 即 使 不 破坏 也 
不 能 正常 使 用 ; 结构 施工 工程 中 需要 知道 结构 位 移 ， 以 便 采 取 相应 措施 ， 确 保 施 工 安全 
超 静 定 结构 分 析 必须 通过 建立 位 移 条 件 才 能 建立 补充 方程 ; 结构 的 动力 计算 和 稳定 计算 也 
需要 通过 分 析 位 移 才 能 完成 。 

结构 的 位 移 计 算 包括 实际 状态 的 反 力 和 内 力 计算 、 虚 拟 状态 的 建立 、 虚 拟 状 态 内 力 的 
分 析 、 虚 功 原 理 的 具体 应 用 (单位 荷载 法 、 图 来 法 ) 等 一 系列 步骤 .、 


© 
а 
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[ЕЕ] sonte х 


Ос 无论 何 种 工程 结构 都 是 由 可 变 材料 组 成 的 ， 在 荷载 及 其 外 因 ( 如 支 座 移 
і айр, 温度 改变 、 材 料 收缩 、 制 造 误差 等 ) 单 独 作 用 或 组 合作 用 下 均 会 产生 形 
ТШ, > 状 改 交 和 位 置 移动 。 形状 改变 是 指 结构 全 部 或 部 分 形状 的 改变 ， 简 称 变 形 ; 
CASI 位 置 移动 是 指 各 截面 的 形 心 发 生 了 移动 ， 同 时 一 般 都 伴随 有 截面 绕 自 身 某 
轴 的 转动 ， 此 两 项 简称 位 移 。 有 变形 必 有 位 移 ， 有 位 
移 时 未 必 有 变形 。 例如 , 图 10.1 所 示 刚 架 在 荷载 作 
下 发 生 如 虚线 所 示 的 变化 , 使 截面 4 的 形 心 由 4 移 到 
了 点 ,线段 44' 称 为 4 点 的 线 位 移 , ШЕРА, RAR, 
通常 以 其 水 平分 量 4w 和 竖 向 分 量 4w 来 表示 。 同 时 ， 
4 截面 还 转动 了 一 个 角度 ， 称 为 截面 4 的 角 位 移 ， 
PART- 如 图 102 ARRIR, 发生 了 如 虚线 所 示 的 变 
形 ， 任 意 两 点 间距 离 的 改变 量 称 为 相对 线 位 移 ， 图 中 
Aco = Ас + 4p 称 为 CD 两 点 水 平 相对 线 位 移 。 任意 两 
个 截面 相对 转动 量 称 为 相对 角 位 移 ， 图 中 jp pa + 
ps 即 为 АВ 两 截面 的 相对 角 位 移 。 













































































图 10.1 刚 架 位 移 图 
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静 定 结构 位 移 计 算 








10.2 刚 架 相对 位 移 图 


位 移 计 算 的 目的 AR、 


计算 结构 位 移 的 目的 之 一 是 为 了 校 核 结构 的 刚度 涉 结构 在 荷载 作用 下 如 果 变 形 太 大 ， 
也 就 是 说 没有 足够 的 刚度 ， 即 使 不 破坏 也 是 不 能 正常 使 用 的 。 例 如 ， 车 辆 通过 桥梁 时 ， 若 
桥梁 的 竖 向 线 位 移 太 大 ， 则 线路 将 不 平整 因此 行业 标准 《公路 桥涵 设 
计 通 用 规范 》 JTG D60 一 2015) 规 定 : ABRAN. AR БР З «А ауе [а] 
竖 向 位 移 ， 钢 板 梁 、 主 梁 不 得 超过 跨度 的 1/600; 拱 、 术 架 不 得 超过 跨度 的 
/800。 E 

结构 在 制作 、 施 工 、 架 设 和 养护 等 过 程 中 采取 技术 措施 时 ， 也 常常 需 。 【知识 链接 】 
要 知道 其 位 移 ， 以 便 采取 相应 措施 ， 确 保 施工 安全 和 拼装 就 位 。 
计算 结构 位 移 还 有 一 个 重要 目的 ， 就 是 为 分 析 超 静 定 结构 打下 基础 。 因 为 超 静 定 结构 
的 内 力 仅 凭 静 为 平衡 条 件 不 能 全 部 确定 ， 还 必须 考虑 变形 条 件 ， 而 建立 变形 条 件 时 就 必须 
计算 结构 的 位 移 。 
此 外 ， 在 结构 的 动力 计算 和 稳定 计算 中 ， 也 需要 分 析 结构 的 位 移 。 可 见 ， 结 构 的 位 移 
计算 在 工程 上 具有 重要 的 意义 。 


位 移 计算 方法 


























本 章 使 用 单位 荷载 法 计算 位 移 ， 该 法 源 自 变 形体 系 的 虚 功 原理 。 另 需 
说 明 的 是 无 论 是 静 定 结构 还 是 超 静 定 结构 ， 位 移 计 算 的 方法 是 相同 的 。 ГААР 


ИА SIER б 

位 移 是 指 一 个 截面 的 位 置 移动 量 (或 两 个 截面 间 的 相对 移动 量 )， 变 形 。 【知识 链接 】 
则 是 指 一 段 杆 件 的 形状 改变 量 ; 一 段 杆 件 有 变形 ， 必 定 有 一 个 或 多 个 截面 产生 位 移 ， 反 过 
来 ， 几 个 截面 有 位 移 ， 不 一 定 使 一 段 杆 件 产生 变形 。 
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实 功 与 虚 功 的 概念 


功 是 力 对 物体 在 一 段 路 程 上 累积 效应 的 量度 ， 也 是 传递 和 转换 能 量 的 量度 。 

如 图 10.3(a) 所 示 的 简 支 梁 在 Fl 作用 下 产生 弯曲 变形 ， 集 中 荷载 >F 的 作用 点 1 沿 力 方 
向 的 线 位 移 用 4 表示 。4 的 第 一 下 标 表示 产 生 位 移 的 位 置 ( 点 4 沿 力 Fl 方向 的 位 移 )， 第 
-下 标 表 示 产 生 该 位 移 的 因素 (由 力 Fi 引起 )。 








T 
4 - Fo, | | rosar dv, 
Ay 


(b) KI (4) 第 一 状态 (位 移 状 态 ) 
图 10.3 简 支 梁 弯曲 变形 状态 图 
荷载 Fi 为 静 力 荷载 ， 即 由 零 逐 渐 增加 到 五 。 与 此 相应 ， 荷 载 变化 与 位 移 变化 的 关系 图 
如 图 10.3(b) 所 示 。 力 Fl 加载 的 过 程 中 在 其 本 身 引起 的 位 移 411 上 做 了 功 。 这 种 作用 在 弹性 
体系 上 的 力 在 自身 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 称 为 实 功 。 力 Fi 在 自身 引起 的 位 移 4 上 做 的 实 
功 多! 的 大 小 等 于 图 10.3(b) 中 三 角形 的 面积 ， 即 


1 
Wi nAn 
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з 10= =! 











于 力 与 自身 引起 的 位 移 方向 始终 一 致 ， 所 以 实 功 恒 为 正 。 
梁 弯曲 后 ， 青 在 点 2 处 加 静 力 荷载 fi， 梁 产生 新 的 弯曲 ， 如 图 10.3(c) 所 示 。 位 移 4 
于 力 作用 而 引起 的 1 点 沿 Fi 方向 新 的 位 移 。 力 Fi 在 位 移 4 上 将 再 一 次 做 功 ， 只 是 
在 此 做 功 过 程 中 Fi 的 大 小 不 变 ， 因 此 Fl 在 由 作用 而 引起 的 位 移 41， 上 所 做 功 的 大 小 为 
Ир = Е.Д 

这 种 作用 在 弹性 体系 上 的 力 在 其 他 因素 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 称 为 虚 功 。 

虚 功 是 常 力 做 的 功 ， 表 达 式 中 力 与 位 移 的 乘积 之 前 没有 “1/2” 的 系数 。 由 于 是 其 他 因 
素 产 生 的 位 移 ， 所 以 该 位 移 可 能 与 力 的 方向 一 致 ， 也 可 能 相反 ， 因 此 虚 功 可 以 是 正 ， 也 可 
以 是 负 ， 当 然 还 可 以 是 零 。 


А 特别 提示 
与 力 做 功 相 对 应 ， 力 偶 也 可 以 在 角 位 移 上 做 功 . 力 偶 做 功 同样 可 以 有 实 功 和 虚 功 之 分 。 
但 是 ， 力 偶 在 线 位 移 上 不 做 功 。 


记功 原理 K 


拟 设 有 两 个 状态 (结构 完全 相同 )， 一 个 是 单位 力 状态 [图 10.4(a)]， 对 于 单 
位 力 状态 仅 要 求 外 力 是 平衡 的 ; -个 是 位 移 状态 [图 10.4(b)]]， 关 于 位 移 状态 的 
位 移 可 以 是 任何 原因 载 、 温 度 变化 8 ЖА 等 ) 引 起 的 ;甚至 是 假想 的 ， 
但 位 移 必须 是 微小 的 ， 并 为 支承 条 件 与 变形 连续 条 件 所 允许 > 即 应 是 所 谓 协调 
的 或 相 容 的 位 移 。 另 外 需要 说 明 的 是 单位 力 状态 与 位 移 状态 可 以 是 无 关 的 。 
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(а) 单位 力 状 态 (b) 位 移 状态 
图 10.4 ”结构 两 个 状态 图 
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当 单 位 力 状态 的 外 力 在 位 移 状态 的 对 应 位 移 上 做 外 力 虚 功 时 ， 单 位 力 状态 的 内 力也 在 
位 移 状态 各 微 段 的 变形 上 做 内 力 虚 功 。 根 据 功 和 能 的 原理 可 得 变形 体 的 虚 功 原理 : 任何 一 
个 处 于 平衡 状态 的 变形 体 ， 当 发 生 任意 一 个 虚 位 移 时 ， 变 形体 所 受 外 力 在 虚 位 移 上 所 做 虚 
功 的 总 和 ， 等 于 变形 体 的 内 力 在 虚 位 移 的 相应 变形 上 所 做 的 虚 功 的 总 

如 此 ， 虚 功 原理 可 表述 为 : 单位 力 状 态 的 外 力 在 位 移 状 态 的 位 移 上 所 做 的 外 力 虚 功 


T=F* A+) FRC (а) 
等 于 单位 力 状 态 的 内 力 在 位 移 状 态 的 变形 上 所 做 的 内 力 虚 功 总 和 
мума +у\[Ку Уј, + du (b) 
即 
T=W (10-1) 


式 (10-1) 为 虚 功 原理 的 数学 表达 式 。 这 里 单位 力 状态 的 力 是 广义 的 ， 即 可 以 是 集中 力 ， 
也 可 以 是 集中 力 偶 ， 还 可 以 是 一 组 力 ， 位 移 状态 位 移 也 是 广义 的 ， 即 可 以 是 线 位 移 、 角 位 
移 , 也 可 以 是 相对 线 位 移 、 相 对 角 位 移 等 。 所 谓 “ 虚 功 *“ 是 指 力 在 其 他 原因 引起 的 位 移 上 (可 
以 是 另外 力作 用 引起 ， 也 可 以 是 支 座 移动 引起 ,或 者 温度 改变 、 材 料 收缩 、 制 造 误差 等 因 
素 引起 ) 所 做 的 功 ， 强 调 做 功 的 力 与 做 功 的 位 移 无 关 。 

关于 定理 的 正确 性 此 处 不 做 证 明 。 


Ў 特别 提示 


A DEDURRE EARED R AE, 其 性 质 与 外 力 庶 功 相 对 应 。 


单位 荷载 法 PANA 


利用 虚 功 原理 求 结构 位 移 的 方法 是 ， 将 结构 所 处 的 平衡 状态 (实际 状态 ) 作 为 位 移 状态 ， 
另外 虚拟 结构 的 一 种 状态 (虚拟 状态 ) 作 为 力 状 态 。 在 虚拟 状态 上 只 作用 一 个 力 ， 力 的 作用 点 、 
方向 与 欲求 位 移 4 的 位 置 、 方 位 相同 ， 大 小 为 “1”， 即 该 力 为 单位 荷载 = 1。 这 样 ， 力 状态 
的 外 力 (包括 支 座 反 力 ) 在 位 移 状 态 的 位 移 ( 包 括 支 座位 移 ) 上 所 做 外 力 虚 功 的 总 和 , 等 于 力 状 态 
的 所 有 内 力 ( 轴 力 、 剪 力 、 弯 矩 ) 在 位 移 状态 微 段 的 相应 变形 上 所 做 内 力 虚 功 的 总 和 。 
如 令 力 状态 中 的 f= 1， 则 式 (a) 为 
T=4 +) RC 
































该 式 与 式 (b) 及 式 (10-1) 经 整理 后 可 得 
а У] -ао+У [Rr dt /i а-у с (10-2) 
此 即位 移 计算 的 一 般 公 式 。 用 式 (10-2) 计 算 结构 指定 截面 位 移 的 方法 称 为 单位 荷载 法 。 


MA 特别 提示 
利用 单位 荷载 法 求 结构 的 位 移 ， 关 键 在 于 虚设 恰当 的 力 状 态 ， 而 方法 的 巧妙 之 处 在 于 


虚拟 状态 中 只 在 所 求 位 移 地 点 沿 所 求 位 移 方向 加 一 单位 荷载 ， 以 使 荷载 虚 功 恰好 等 于 所 求 
位 移 。 
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10.3 静 定 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计算 





з 10= =! 





设 如 图 10.5(a) 所 示 结 构 在 给 定 荷载 下 作用 下 发 生 了 如 虚线 所 示 的 变形 。 现 在 计算 结构 


上 任 一 指定 点 天 沿 任意 指定 方向 kk 上 的 位 移 4k。 


(a) 实际 状态 





(b) 虚拟 状态 


图 10.5 ”结构 状态 图 
下 面 讨论 如 何 利用 虚 功 原理 求解 这 一 问题 。 要 应 用 虚 功 原理 ， 就 需要 有 两 个 状态 : 单 
位 力 状 态 和 位 移 状态 。 现 在 ， 要 求 的 位 移 是 由 给 定 的 荷载 引起 的 ， 故 应 以 此 作为 结构 的 位 
移 状态 ， 并 称 为 实际 状态 。 此 外 ， 还 需要 有 关 单 位 力 状 态 。 由 于 单位 力 状态 中 的 外 力 能 
位 移 状 态 中 的 所 求 位 移 4x 上 做 虚 功 ， 就 在 K 点 沿 k 方 向 加 有 关 集 中 荷载 rx， 其 箭头 指 





向 则 可 随意 假设 ， 为 了 计算 方便 ， 令 Fx = 1， 如 























10.5(b) 所 示 ， 以 此 作为 结构 的 力 状态 。 


这 个 单位 力 状态 并 不 是 实际 原 有 的 ， 而 是 虚设 的 ， 故 称 为 虚拟 状态 。 而 这 种 方法 称 为 虚拟 





单位 力 法 。 





现在 来 计算 虚拟 状态 的 外 力 和 内 力 在 实际 状态 相应 的 位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 。 


外 力 虚 功 为 


7= 政 "水 =1.4= 灰 (а) 
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外 力 虚 功 在 数值 上 恰好 等 于 所 要 求 的 位 移 。 
计算 内 力 虚 功 时 ， 从 结构 上 截取 长 为 ds 的 微 段 。 在 虚拟 状态 中 ， 由 单位 荷载 Fx= 1 引 
起 的 此 微 段 上 的 内 力 用 到 M RARR: 在 实际 状态 中 由 荷载 F 引起 的 此 微 段 两 端 截 面 
上 的 内 力 用 Fy，M，Fo 表 示 ， 微 段 的 变形 为 duw，dp 和 yds。 故 虚拟 状态 的 内 力 在 实际 状态 
相应 的 变形 上 所 做 的 虚 功 为 

w= |R Уи -dp+Y f Ryds ©) 
Ш, МА, М, Е. УАЙ FN，M，Fo 符 号 一 致 时 ， 变 形 虚 功 为 正 ， 反 之 为 


































































































人 负 。 由 式 (a)、(b) 可 得 
=D Уи -ap +5 {Ryds (с) 
对 于 弹性 结构 ， 因 
du 人 
E М +45 
Н оч dy = 一 一 一 
EI 
E Е, 505 
【知识 链接 】 ri AN 
代入 式 (c)， 得 а 
F 。 И. БЕ 
ау Ју [М кеа (10-3) 


式 中 ，K- 一 前 力 不 均 匀 分 布 系数 。 1 
这 就 是 结构 在 荷载 作用 下 的 位 移 计 算 公式 。 

回 大 党 回放 ，“… 式 (10-3) 适 用 于 由 直 杆 组 成 的 结构 ， 但 对 曲率 不 大 的 曲 杆 ， 也 可 近似 

计生 | 、、 应用。 当 计算 结果 为 正 时 ,说明 虚拟 单位 力 的 指向 与 所 求 位 移 的 实际 指向 








E 相同 ， 否 则 相反 。 
【知识 链接 对 于 梁 和 刚 架 ,位 移 中 弯 算 的 影响 是 主要 的 。 通常 计算 时 只 需 考虑 公 
式 中 弯 短 的 一 项 便 具有 足够 的 工程 精度 ， 即 

У а, (10-4) 








在 实际 应 用 中 ， 除 了 要 计算 线 位 移 外 ， 还 要 计算 角 位 移 、 相 对 线 位 移 和 相对 角 位 移 等 。 
下 面 讨 论 如 何 按照 所 求 位 移 类 型 ， 设 置 相应 的 虚拟 状态 。 由 上 可 知 ， 当 要 求 某 点 沿 某 方 向 
的 线 位 移 时 ， 应 在 该 点 沿 所 求 位 移 方向 加 一 个 单位 集中 力 。 图 10.6(a) 即 为 求 4 点 水 平 位 移 
时 的 虚拟 状态 。 

当 要 求 截面 的 角 位 移 时 ， 则 应 在 该 截面 处 加 一 个 单位 力 偶 ， 如 图 10.6(b) 所 示 。 这 样 荷 
载 所 做 的 虚 功 为 1，g4 = V4， 即 恰好 等 于 所 要 求 的 角 位 移 。 

有 时 ， 要 求 两 点 间距 离 的 变化 ， 也 就 是 求 两 点 沿 其 连 线 方向 上 的 位 移 ， 此 时 应 在 两 点 
沿 其 连 线 方向 上 加 一 对 指向 相反 的 单位 力 ， 如 图 10.6(c) 所 示 。 对 此 说 明 如 下 : 设 在 实际 状 
态 中 4 点 沿 4B 方向 的 位 移 为 44, В 点 沿 ВА 方向 的 位 移 为 48， 则 两 点 在 其 连 线 方 向 上 的 相 
对 线 位移 为 44s = Да + 48， 对 于 图 示 虚 拟 状态 ， 荷 载 所 做 的 虚 功 为 
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1。44+1 * Ав= 1 * (4+ Ав) = Дав 
可 见 荷载 虚 功 恰好 等 于 所 求 相对 位 移 。 
同 理 ， 若 要 求 两 截面 的 相对 角 位 移 ， 就 应 在 两 截面 处 加 一 对 方向 相反 的 单位 力 偶 ， 如 
图 10.6(d) 所 示 。 


























| 


(а) (b) 


图 10.6 单位 荷载 虚拟 状态 图 【练习 测验 】 





Ма, 特 别提 示 
单位 荷载 法 中 的 力 和 位 移 均 是 广义 性 质 的 ， 广义 力 与 广义 位 移 要 对 应 ， 也 即 求 线 位 移 
应 加 单位 集中 力 ， 求 角 位 移 应 加 单位 集中 力 偶 。 


— 
о 
A 
网 
ж 
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由 10.3 节 可 知 ， 计 算 梁 和 刚 架 在 荷载 作用 下 的 位 移 时 ， 先 要 写 出 好 和 M 的 方程 式 ， 
然后 代入 式 (10. 进 行 积分 运算 ， 这 仍 是 比较 麻烦 的 。 但 是 ， 当 结构 的 各 杆 段 符合 下 列 条 件 
时 : 杆 轴 为 直线 ，@E1 = 常数 ， 轿 厄 和 从 两 个 这 矩 图 中 至 少 有 一 个 直线 图 形 ， 则 可 用 
下 述 图 乘法 代 普 积分 运算 ， 从 而 简化 计算 工作 。 

如 图 10.7 所 示 , 设 等 截面 直 杆 AB РЁ ЕРИТШ а, М 图 为 一 段 直线 , 而 M 图 为 
任意 形状 。 以 杆 轴 为 x 轴 ， 以 龙 图 的 延长 线 与 x 轴 的 交点 О 为 原点 并 设 y 轴 ， 则 积分 式 
Јава, /可 以 提 到 积分 号 外 面 : 万 图 为 直线 变化 , Mf M= хапа H ana 
为 常数 ， 故 上 面 的 积分 式 成 为 

[=н лапа 

ЕІ ЕІ 

式 中 ，dw = Mdx 为 М 图 中 有 阴影 线 的 微分 面积 ， 故 xdw 为 微分 面积 对 y MERE HA 
力矩 定理 ， 它 应 等 于 М 图 的 面积 乘 以 其 形 心 ЗЇ у MEB xo В 


fxao= WO* xc 














x. Mdx= а [зав 
EI 
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[aume 5 bigz- 2 Ie 
EI EI EI 
这 里 yc 是 М 图 的 形 心 C 处 所 对 应 的 М 图 的 纵 坐标 。 可 见 ， 上 述 积分 式 等 于 一 个 弯 算 图 
9 面积 中 乘 以 其 形 心 所 对 应 的 另 一 个 直线 图 形 上 的 纵 坐 标 yo RA EI， 这 种 方法 称 为 
图 乘法 。 






































图 107 ARARSA 
MUREN УГ PAF ERSE PAR ШЕ: ай 


Ба 





-| r i 
根据 上 面 的 推 证 过 程 ， E AE E @ 必 须 符合 上 述 前 提 条 
件 ; ОВА: we 只 能 取 自 直线 图 形 ; @@w 与 yc 若 在 杆 件 的 同 侧 则 乘积 取 正 号 ， 异 侧 则 取 


负 号 。 





(10-5) 


现 将 几 种 常用 的 简单 图 形 的 面积 及 形 心 列 入 图 10.8 中 。 在 各 个 抛物 线 中 ,“ 顶 点 ”是 
指 其 切线 平行 于 底 边 的 点 ， 而 顶点 在 中 点 或 端点 的 称 为 “标准 抛物 线 ”。 

在 实际 使 用 中 ， 当 图 形 的 面积 或 形 心 位 置 不 便 确 定时 ,可 以 将 它 分 解 为 几 个 简单 图 形 ， 
将 它们 分 别 与 男 一 图 形 相 乘 ， 然 后 把 所 得 结果 全 加 。 

例如 ， 两 个 梯形 相 乘 时 (图 10.9)， 可 把 它们 分 解 成 一 个 三 角形 或 两 个 三 角形 。 此 时 ， 
М=М,+ М, WA 


т [имаа |м, +муа= 2 | ама |м, 


1 b 
b+ 
aln к 
d- Xa 
REGNEN E 229, ё) 




































































当 M 或 好 图 的 两 个 纵 坐标 а, b Roe а 不 在 基线 的 同一 侧 时 (图 10.10)， 处 理 原 则 仍 
和 上 面 一 样 ， 可 分 解 为 位 于 基线 两 侧 的 两 个 三 角形 ， 按 上 述 方 法 分 别 图 乘 ， 然 后 从 加 。 
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a= 
























-次 抛物 线 :次 抛物 线 
图 10.8。 几 种 简单 图 形 的 面积 及 形 心 图 


图 10.9 两 个 梯形 相 乘 图 图 10.10 ”两 个 不 同 侧 三 角形 相 乘 图 
对 于 均 布 荷载 作用 下 的 任何 一 段 直 杆 [图 10.11(aj]， 其 弯 矩 图 均 可 看 成 一 个 梯形 与 一 个 
标准 抛物 线 图 形 的 倒 加 。 因为 这 段 直 杆 的 弯 矩 图 , 与 图 10.11(b) 所 示 对 应 简 支 梁 在 杆 端 弯 矩 
Mas Me 和 均 布 荷载 4 作用 下 的 弯 矩 是 相等 的 。 
这 里 还 需 注意 ， 所 谓 弯 和 矩 图 的 又 加 ， 是 指 其 纵 坐 标的 又 加 ， 而 不 是 原 图 形状 的 剪贴 拼 
k， 和 三 加 后 的 抛物 线 图 形 的 所 有 纵 坐 标 仍 应 为 竖 向 的 ， 而 不 是 垂直 于 Ма. Me 连 线 
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ВК. АРАВ ЕЕ КОЈ EE RERE REAR, EE ЖЕЛ AA 
标 y 和 微 段 长 度 dx ASE, TTA RR AAE. eTR, MAREA 
的 面积 大 小 和 形 心 位 置 仍然 是 相同 的 。 理 解 了 这 个 道理 对 于 分 解 复 杂 的 弯 算 图 形 是 有 利 的 。 







































































图 10.11 228028 
此 外 ， 在 应 用 图 乘法 时 ， 当 yc 属 图 形 不 是 一 段 直线 而 是 由 若干 段 直 线 组 成 时 ， 或 当 各 
杆 段 的 截面 不 相等 时 ， 均 应 分 段 图 乘 ， 再 进行 登 加 # 例如 ， 对 于 图 10.12 应 为 


1 
= + Фу + OW) 





对 于 图 10.13 应 为 
1 
EI, Е, Е, 








A 10.12 分 段 图 乘 图 (一 ) 图 10.13 分 段 图 乘 图 (二 ) 

















又 如 , 在 均 布 荷载 q 作用 下 的 某 一 段 杆 的 M 图 (图 10.14), 可 分 解 为 基线 上 侧 的 一 个 梯 
形 再 苹 加 基线 下 侧 的 一 个 标准 抛物 线 ， 如 图 10.14(b)、(c) 所 示 ， 而 图 10.14(b) 中 的 梯形 又 可 
分 解 为 两 个 三 角形 。 即 可 将 M 图 的 面积 分 解 为 o1、ws 和 ws, 再 将 它们 分 别 和 好 图 中 的 yc、 
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yc 1 yo ЖЭ, BPA Е: (олус + yo + Фзусз)= 


а 














10.14 SERRA 


Z 应 用 案例 10-1 


试用 图 乘法 求 如 图 10.15(a) 所 示 简 支 梁 泊 端 的 转角 gp4 及 跨 中 截面 C HRR Ao ELX 
常数 ， 
【 解 】(1) 作 荷 载 弯 矩 图 (M 图 )， 如 图 10.15(b) 所 示 。 


Summ] 


P-Q © 
12 12 е) 2 








(а) (b) МЕ 
一 

1 P 14 
(с) м, (4) М, 


Е 10.15 ”应 用 案例 10-1 


A 
A 
ПП essa 




















(2) Жа. 
在 简 支 梁 4 mmh ЗЕРЕ) М, 图 ， 如 图 10.15(c) 所 示 。 由 式 (10-4)， 得 
7 /2.1.7 l= 9 

ө) zG 8“! 1) 2 zagr “ТТ? 

(3) 求 4cr。 

在 简 支 梁 跨 中 截面 C 处 加 一 单位 集中 力 ， 绘 出 М, 图 ， 如 图 10.15(d) 所 示 。 
Tx (2.1.1 |х (5.1 \——54'_ 
4 2H 5 H 3” 5) [; 1) 384E7(!) 


Z 应 用 案例 10-2 


求 如 图 10.16(a) 所 示 结 构 中 C 点 的 竖 向 位 移 4c,。EI 为 常数 。 
LEN EARS ER М 图 (实际 状态 ) 和 单位 弯 矩 图 M 图 (虚拟 状态 )， 如 图 10.16(b)、(c) 
所 示 。 由 于 BC 杆 的 M 图 不 是 标准 抛物 线 ， 应 该 将 其 分 解 计算 面积 ， 如 图 10.17 所 示 。 























GP. y=21 

3 а Р 
o I 
С 
Жут 

(b) M 图 (с) MA 


10.16 ”应 用 案例 10-2 图 


РА о, 
= + 人 一 一 
з 


图 10.17 ”应 用 案例 10-2 图 
M 图 中 三 抉 面积 w1、w，、w3 的 形 心 在 М 图 上 对 应 的 纵 坐 标 分 别 为 


2 1 
Ус\ =% Ус? "о? усз=1 


























则 


Фу 1 
g=} — 四 Oya) +—— Oa 
су Xa = усуе) ту °9% 


2 2 2 
„ы, Жи К ас За арар 
2E1|2 2 3 3 8 2 





286 





з 10= =! 





83 
“лкт О!) 


/ 
:一 应 用 案例 10-3 
试 求 如 图 10.18(a) 所 示 刚 架 C、 刀 两 点 的 距离 改变 情况 . 设 EI= 常数 。 





(b) MEI 


В 10.18 应 用 案例 10-3 图 


【 解 】 实 际 状态 的 М 图 如 图 10.18(b) 所 示 。 虚拟 状态 应 是 在 C、D 两 点 沿 其 连续 方向 架 
一 对 指向 相反 的 单位 力 ， 族 图 如 图 10.18(c) 所 示 .用 图 乘法 计算 时 ， 虚 拟 要 分 为 4C、4B、 
BD 三 段 计算 但 其 中 4C、BD 两 段 的 M= 0,“ 砍 图 乘 结 果 为 零 ， 可 不 必 计 算 . АВ 段 的 M 图 
为 一 标准 抛物 线 ， 胡 图 为 一 水 平 直线 从 故 应 以 М 图 作 面积 w 而 在 M 图 上 取 纵 坐 标 yc， 可 得 

WKS 1 z Л? 
о-у) хэ Ыы ЭЭ 

结果 为 正 ， 说 明 Cs D 的 两 点 间 相 对 线 位 移 方 向 与 虚拟 单位 力 的 指向 相同 即 С, р 
两 点 间 产 生 一 相互 接近 的 相对 线 位移 。 

【案例 点 评 】 

任意 的 二 次 抛物 线 图 形 均 可 以 按 区 段 者 加 法 的 原理 将 其 分 解 为 一 个 直线 图 形 和 一 个 
标准 的 二 次 抛物 线 图 形 。 图 乘 时 必须 注意 yc 只 能 在 直线 图 形 上 取 ， 不 能 在 曲线 或 折线 
形 上 取 。 

曲 梁 或 拱 结构 的 位 移 只 能 用 积分 法 计算 。 析 架 结 构 的 位 移 用 数值 法 计算 更 简单 。 













































































10.5 ” 支 座 位 移 引 起 的 位 移 计 算 


设 如 图 10.19(a) 所 示 静 定 结构 ， 其 支 座 发 生 了 水 平 位 移 4.、 竖 向 位 移 4, 和 转角 gp， 现 要 
求 由 此 引起 的 任 一 点 沿 任 一 方向 的 位 移 ， 如 K 点 的 竖 向 位 移 4x,。 

前 面 已 指出 ， 静 定 结构 由 于 支 座 移动 并 不 引起 内 力 ， 因 而 材料 不 发 生变 形 ， 故 结构 的 
位 移 纯 属 刚体 位 移 ， 通 常 不 难 由 几何 关系 求 得 ， 但 这 里 仍 用 虚 功 原理 来 解决 这 种 问题 。 注 
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意 到 此 时 虚拟 ; 


状态 [图 10.19(b)] 的 支 座 反 力 Р, 也 将 在 实际 状态 相应 的 支 座 移动 上 做 功 及 内 





JEDKE. 上 








位 移 计 算 的 一 般 公式 有 








其 中 ， УА . 





46=-> R'A (10-6) 
А 27820), 5R 与 支 座 位 移 4 方 向 一 致 时 取 正 号 ， 相 反 为 负 号 。 此 外 ， 


式 (10-6) 中 右边 前 面 还 有 一 负 号 ， 是 原来 移 项 时 所 得 ， 不 可 漏 掉 。 此 即 静 定 结构 支 座 移动 时 





的 位 移 公式 。 





K 
K 

a A = 

/ i 

/ жы 
/ K' 
/ 
/ 








(a) 
图 10:19“ 支 座位 移 引 起 的 位 移 计算 


/ 
> 应 用 案例 10-4 
如 图 10.20(a) 所 示 三 技 刚 架 右边 支 座 的 竖 向 位 移 为 4a,= 6cm( | )， 水 平 位 移 为 4av= 


4cm( 一 )， 已 知 








1= 2m = 8m， 试 求 由 此 引起 的 4 端 转角 VD4。 
С 
1 
= А В =—— i 
Е. | К=з, 
F, Fyr 
(а) 实际 状态 (b) 虚拟 状态 


图 10.20 ”应 用 案例 10-4 图 


СЕЛЕ АЖ А 支 座 处 施加 一 个 单位 力 偶 ， 建 立 虚拟 状态 ， 


力 ， 标 于 图 10.200). 
由 式 (10-6) 得 


288 


计算 4、B 处 的 支 座 反 





з 10= =! 





1 1 4, 4 
二 二 | 二 让 4, |= a 
| 1 ЖЕЛ | 1 2h 


-高 5) rad = 0.0075rad 
1200 ` 2x800 

【案例 点 评 】 

结果 为 正 ， 表 明 4 端 产 生 转 角 与 虚拟 状态 假设 的 单位 力 偶 转 向 一 致 ， 即 为 顺 时 针 。 


Ў 特别 提示 


静 定 结构 受 支 座 移动 影响 只 产生 刚体 位 移 ， 不 产生 变形 ， 因 此 内 力 虚 功 为 零 。 


本 节 介 绍 线 弹性 结构 的 四 个 互 等 定理 ， 其 中 最 基本 的 是 功 的 互 等 定理 ， 其 他 三 个 都 可 
由 此 推导 出 来 。 这 些 定理 在 以 后 的 章节 中 是 经 常 被 引用 的 3 


measer IKA 


设 有 两 组 外 力 ЖП Р, DEH А ARRESE, РА 10.21(a)、(b) 所 示 ， 分 别称 
为 结构 的 第 一 状态 和 第 二 状态 。 如 果 我 们 来 计算 第 一 状态 的 外 力 和 内 力 在 第 二 状态 相应 的 
位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 Tia 和 Wi，， 并 根据 虚 功 原理 Т) = Wi т, 
“di2= [е Б + М. уктат a Po (a) 
反 过 来 ， 如 果 计 算 第 二 状态 的 外 力 和 内 力 在 第 一 a 
Tis 和 Wi， 并 根据 虚 功 原理 То = И, WE 


РА Уј + j уктоо ©) 

















(a) 第 一 状态 (b) 第 一 状态 


图 10.21 功 的 互 等 定理 
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式 (a)、(b) 的 右边 相等 ， 因 此 左边 也 相等 ， 故 有 
Е A2=F,* Ау (10-7) 





或 写 为 
Т\з = Tn (10-8) 
这 表明 : 第 一 状态 的 外 力 在 第 二 状态 的 位 移 上 所 做 的 虚 功 ， 等 于 第 二 状态 外 力 在 第 一 
状态 的 位 移 上 所 做 的 虚 功 。 这 就 是 功 的 互 等 定理 。 


IA teasee O 


现在 应 用 功 的 互 等 定理 来 研究 一 种 特殊 情况 。 如 图 10.22 所 示 ， 假 设 两 个 状态 中 的 荷 
载 都 是 单位 力 ， 即 Fi = 1，F = 1， 则 由 式 (10-7) 有 
A= А /, Ф 


此 外 ,由 于 4 和 4 者 是 由 单位 力 引 起 的 位 移 ， 为 了 明 最 起见 ， 改 用 小 写字 母 5 和 2 
表示 ， 于 是 将 上 式 写成 Ro 
ôn= ð; (10-9) 


它 表 明 : 第 二 жы екса, h ЖН 等 于 第 一 个 单 
т es 移 。 这 就 是 位 移 互 等 定理 。 

这 里 的 单位 力也 包括 单位 力 偶 ， A 广义 单位 力 。 位 移 也 包括 角 位 移 ， 即 相应 的 
广义 位 移 。 例 如 ， 在 图 10.23 的 中 ， а H, 应 有 gp4 = Aco фа 和 4c 
虽然 一 个 是 角 位 移 ， 一 个 是 线 位 移 ; 两 者 含义 不 同 ， нп 是 相等 的 。 由 图 乘法 容易 得 


ў 


algas Асе 高 . PA ҳ- ка 
Ky 


























(b) (b) 
10.22 ”位 移 互 等 定理 图 10.23 ”两 种 位 移 互 等 定理 


TA sase OO 


这 个 定理 也 是 功 的 互 等 定理 的 一 个 特殊 情况 。 它 用 来 说 明 在 超 静 定 结构 中 假设 两 个 支 
座 分 别 产生 单位 位 移 时 , 两 个 状态 中 反 力 的 互 等 关系 。 图 10.24(a) 表 示 支 座 1 发 生 单位 位 移 
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静 定 结构 位 移 计 算 




















图 10.24 反 力 互 等 定理 图 








A = 1 的 状态 ， 此 时 使 支 座 2 产生 的 反 力 为 Fre (其 他 支 座 产 生 的 反 为 未 示 出 )， 图 10.24(b) 





表示 支 座 2 发 生 单位 位 移 4,= 1 的 状态 ， 此 时 使 支 座 1 产生 的 反 力 
理 ， 有 
Ев = Frid 
现在 41= 4,=1， 故 得 
Ею Fer 


J Frio 根据 功 的 互 等 定 


(10-10) 


这 就 是 反 力 互 等 定理 ， 它 表明 : 支 座 1 发 生 单 位 位 移 所 引起 的 支 座 2 的 反 力 ， 等 于 支 


座 2 发生 单位 位 移 所 引起 的 支 座 上 的 反 力 。 
这 一 定理 对 结构 上 任何 两 个 支 座 都 适用 ， 但 应 注意 反 力 与 位 和 
应 ， 即 力 对 应 于 








多 在 做 功 的 关系 上 应 相对 


位 移 ， 力 偶 对 应 于 角 位 移 。 例 如 在 图 10.25 的 两 个 状态 中 ， 应 有 Fr = 





Fr2， 它 们 虽然 一 个 为 单位 位 移 引 起 的 反 力 偶 ，= 个 为 单位 转角 引起 的 反 力 ， 含 义 不 同 ,但 


此 时 在 数值 上 是 相等 的 。 
t 4% | 





В 10.25 两 个 状态 反 力 互 等 定理 图 
Ш) 反 力 位 移 互 等 定理 


这 个 定理 是 功 的 互 等 定理 的 又 一 特殊 情况 ， 它 说 明 一 个 状态 

















的 位 移 具有 的 互 等 关系 。 图 10.26(a) 表 示 单 位 荷载 到 = 1 作用 时 ， 

















的 反 力 与 男 一 个 状态 中 
支 座 1 的 反 力 偶 为 Fro 
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其 方向 设 如 图 所 示 。 图 10.26(b) 表 示 当 支 座 1 沿 Fr 的 方向 发 生 单位 转角 pl = 1 时, Р (Е 
点 沿 其 方向 的 位 移 为 651。 对 这 两 个 状态 应 用 的 互 等 定理 ， 就 有 
Ек * фу+ ЕЁ» * бу=0 
































现在 pg1=1，F,=1， 因 此 有 





Fr1=-021 (10-11) 


这 就 是 反 力 位 移 互 等 定理 。 它 表明 : 单位 力 所 引 起 的 结构 某 支 座 的 反 力 ， 等 于 该 支 座 
发 生 单位 位 移 时 所 引起 的 单位 力作 用 点 沿 其 方向 的 位 移 ， 但 符号 相反 。 


0=1 





Fr-l 
人 1 2 
(а) 


В 10.26 反 力 位 移 互 等 定理 


ч Ма, 特别 提示 


互 等 定理 的 应 用 主要 在 求解 超 静 定 结 构 方 面 。 





„бм SD 


1. 结构 位 移 的 概念 

结构 位 置 的 改变 称 为 结构 的 位 移 ， 构 件 和 结构 上 各 截面 的 位 移 ， 用 线 位 移 和 角 位 移 两 
个 基本 量 来 描述 4 线 位 移 指 截面 形 心 所 移动 的 距离 ， 常 用 水 平 位 移 和 竖 直 位 移 两 个 分 量 来 
表示 。 角 位 移 指 截面 转 过 的 角度 ， 故 常 称 为 转角 。 某 两 点 水 平 ( 坚 向 ) 线 位 移 的 代数 和 (方向 
相反 时 相 加 ) 称 为 该 两 点 的 水 平 ( 竖 向 ) 相 对 线 位 移 。 某 两 个 截面 转角 的 代数 和 (方向 相反 时 相 
加 ) 称 为 该 两 截面 的 相对 角 位 移 。 

2.， 虚 功 原理 

力 在 其 他 原因 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 称 为 虚 功 。 

第 一 状态 的 外 力 和 内 力 在 第 二 状态 相应 位 移 和 变形 上 所 做 的 虚 功 相等 ，BP Ti, = Т, 
称 为 虚 功 原理 。 

з. 单位 荷载 法 

“变形 位 能 在 数值 上 等 于 外 力 在 变形 过 程 中 所 做 的 功 ”， 这 一 概念 是 变形 体力 学 中 重要 
的 基本 概念 之 一 。 单 位 荷载 法 是 在 这 一 概念 的 基础 上 建立 的 ， 它 适用 于 求解 各 种 变形 形式 
(包括 组 合 变形 ) 构 件 的 位 移 。 其 计算 位 移 的 一 般 公 式 为 

Б, •Е, М.М Е.Е, 
к-У] + ау коа, 
对 于 梁 和 刚 架 ， 通 常 只 需 考 虑 由 谊 矩 引 起 的 位 移 。 
单位 荷载 法 的 出 现 是 一 种 创新 。 它 巧妙 地 选取 结构 的 一 种 虚拟 状态 为 力 状态 : 其 上 只 
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#10: =! 





有 一 个 力 (广义 力 )， 作 用 在 欲求 位 移 的 地 方 ， 沿 着 欲求 位 移 方向 ， 而 且 是 一 个 单位 力 。 这 
样 ， 便 将 欲求 位 移 从 变形 体 虚 功 原理 的 关系 式 中 凸显 出 来 

4. BRE 

因 科 法 是 求解 线 弹 性 结构 位 移 的 基本 方法 。 图 来 法 计算 公式 为 Ax 一 Се, AP, 


Ak 为 在 荷载 作用 下 某 截 面 K 点 的 待 求 位 移 ( 线 位 移 、 角 位 移 等 ); 四 为 MAM ) 形 心 所 对 应 
МЗ МЕТ; > 为 各 杆 件 的 图 乘 求 和 或 同一 杆 件 的 不 同 杆 段 的 图 乘 求 和 ， 

图 乘法 求 位 移 是 学 习 本 章 的 目的 ， 也 是 今后 解 超 静 定 问题 的 手段 。 应 当 及 时 完成 这 一 
基本 训练 。 

5.， 弹 性 结构 的 互 等 定理 

功 的 互 等 定理 、 位 移 互 等 定理 、 反 力 互 等 定理 和 反 力 位 移 互 等 定理 的 适用 条 件 是 弹性 
结构 和 小 变形 ， 各 式 中 的 力 和 位 移 都 应 理解 为 广义 的 。 四 个 互 等 定理 中 功 的 互 等 定理 是 最 
基本 的 ， 其 他 三 个 均 由 它 导 出 。 它们 是 超 静 定 结构 内 力 分 析 的 理论 基础 ， 应 了 解 其 内 容 及 
其 表达 式 中 各 符号 的 意义 。 [ды [а] 


VO тИ 
бя = ш» EEA 
【资料 阅读 】 
(1) 什么 是 相对 线 位 移 ? 什么 是 相对 角 位 移 ? 
D 对 于 静 定 结构 ， 有 变形 是否 二 定 有 内 力 ? 有 位 移 是 否 一 定 有 变形 ? 
(3) 图 乘法 的 应 用 条 件 腑 注意 点 是 什么 ?图 乘法 可 以 用 来 求 变 截面 杆 或 曲 粱 的 位 移 吗 ? 
(4) 若 61s 表 示 点 .2 加 单位 力 引 起 点 1 的 转角 7 那么 521 应 代表 什么 ? 


бэ аә) 


一 、 填 空 是 

(1) 各 截面 的 形 心 发 生 了 移动 称 为 

(2) 任意 两 点 间距 离 的 改变 量 称 为 

(3) 任意 两 个 截面 相对 转动 量 称 为 
(4) 作用 在 弹性 体 系 上 的 力 在 贡 他 因素 引起 的 位 移 上 所 做 的 功 和 为 
(5) 图 乘法 的 应 用 条 件 是 : ; 











二 、 单 选 题 
(1) 如 图 10.27 所 示 梁 的 最 大 挠 度 为 ( ) qa/El. 

А. 18 B. 11/16 С. 1124 р. 13 
(2) 如 图 10.28 所 示 梁 的 最 大 转角 为 ( ) да?/ЕТ. 

A. 1/384 B. 1/24 С. 1⁄3 D. 1/6 
(3) 任意 两 个 截面 相对 转动 量 称 为 ( Nik. 

А. f в. Җ С. 相对 角 р. 相对 线 
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а 2а 
图 10.27 单 选 题 (1) 图 图 10.28 单 选 题 (2) 图 


(4) 第 一 状态 的 外 力 在 第 二 
的 位 移 上 所 做 的 庶 功 称 ( 。”) 互 等 定理 。 
A. 反 力 B. 位 移 С. 反 力 位 移 D. 6 
三 、 判 断 题 
(1) 变形 是 物体 的 形状 和 大 小 的 改变 。 
(2) 抗 弯 刚度 与 材料 有 关 和 梁 截 面 尺 寸 形状 有 关 .。 
(3) 梁 的 变形 有 两 种 ， 它 们 是 挠 度 和 转角 。 
(4) 用 图 乘法 求 位 移 yc 可 以 在 曲线 图 形 中 取 值 。 
(5) 结构 位 移 计算 目的 只 是 为 了 刚度 校 核 。 
(6) 用 图 乘法 求 位 移 对 任意 结构 都 适用 -。 
(7) 单位 荷载 法 可 求 任意 结构 的 位 移 * 
(8) 静 定 结 构 在 支 座 移动 时 结构 的 位 移 是 刚性 位 移 。 








四 、 主 观 题 
(1) 用 图 乘法 求 如 图 0.29 所 示 梁 和 刚 架 各 指定 截面 的 位 移 。 
20kN/m 
2 B 
4 С! ЕГ В Я ЭЕ EI 
2m 2m 2a a 
(a) (b) 
1IkN/m 


4m 
2kN/m 








3m 4m 


(с) (9) 


图 10.29 ”主观 题 (1) 图 
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6m 


态 的 位 黎 上 所 做 的 虚 功 ， 等 于 第 二 状态 外 力 在 第 一 状态 


з 10= =! 


@ 求 40y; @ 求 ga; @@ 求 40; 图 求 4cv 和 pp。 
(2) 用 图 乘法 求 如 图 10.30 所 示 结 构 4、B 两 点 的 相对 转角 和 水 平 、 坚 向 相对 线 位 移 。 
(3) 如 图 10.31 所 示 简 支 刚 架 支 座 下 沉 b， 试 求 C 点 的 水 平 位 移 .。 














图 10.30 ”主观 题 (2) 图 图 10.31 主观 题 (3) 图 
(4) 如 图 10.32 所 示 三 贸 刚 架 ， 若 支 座 发 生 水 平 位 移 q=40mm， 竖 向 位 移 b= 60mm， 
试 求 由 此 产生 的 C 铵 左右 两 杆 端 截面 的 相对 转角 和 \C 点 的 坚 向 线 位 移 . 已 知 1= 12т, = 8m. 
A 








BSAA 


【习题 答案 】 
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第 章 力 Ж 





A T 7 еъ 掌握 力 法 基本 原理 ， 能 正 
确 判 定 超 静 定 次 数 ， 并 选取 力 法 的 基本 结构 ,熟练 掌握 在 荷载 作用 下 用 力 法 计算 超 静 定 结 
构 的 方法 和 步 又 ; бома мын а 力 法 计算 超 静 定 结构 的 方法 。 掌 握 利 月 
结构 的 对 称 性 简化 计算 的 方法 ， 了 解 超 静 定 结构 的 基本 特性 。 







































所 占 比 重 













(1) 理解 超 静 定 结构 的 概念 
(2) 能 确定 超 静 定 次 数 
法 解 题 思路 及 力 法 的 基本 原理 
取 力 法 基本 结构 ， 建 立 力 法 基本 方程 
力 法 基本 未 知 量 ， 建 立 力 法 典型 方程 
(2) ЕЯ 昨 荷 载 作 用 下 超 静 定 结构 的 力 50% 
法 计算 及 内 力图 绘制 

能 利用 对 称 性 计算 超 静 定 结构 内 力 及 内 力图 
ен 
理解 支 座 移动 时 的 单 跨 超 静 定 梁 的 内 力 计算 


超 静 定 结构 、 超 静 定 次 数 、 确 定 超 静 定 

次 数 的 方法 

法 基本 未 知 量 、 选 取 力 法 基本 结 

建立 力 法 基本 方程 
方程 、 系 数 和 自由 项 、 

法 求解 超 静 定 结构 的 步骤 、 

超 静 定 结构 内 力 和 绘制 内 力图 

结构 对 称 性 、 对 称 结构 、 对 称 的 基本 结 

构 、 对 称 荷 载 及 反对 称 荷载 

支 座 移动 时 的 单 跨 超 静 定 梁 的 计算 

















ы 









10% 














超 静 定 次 数 的 确定 、 力 法 的 基本 原理 、 力 法 典型 方程 及 应 用 、 对 称 性 的 利 
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“Ма, 生活 知识 提 点 
在 日 常生 活 中 往往 会 碰 到 这 样 的 情况 ， 两 人 不 能 把 一 重 物 抬 起 来 ， 而 需要 四 人 或 更 多 
的 人 才能 抬 动 ， 这 种 情况 下 参加 人 员 每 人 受 力 情况 如 何 ? 这 一 问题 要 用 本 章 知识 来 解决 。 


A вй 


如 图 11.1 所 示 刚 架 ， 其 支 座 反 力 和 各 截面 的 内 力 都 可 以 用 静 力 平 衡 条 件 唯 一 确定 ， 该 
结构 为 静 定 结构 。 如 图 11.2 所 示 刚 架 ， 该 结构 的 支 座 反 力 为 四 个 ， 三 个 独立 的 静 力 平衡 方 
程 不 能 完全 求解 ， 各 截面 的 内 力也 不 能 完全 由 静 力 平衡 条 件 唯一 确定 ， 该 结构 称 为 超 静 定 
结构 。 

再 从 几何 组 成 来 看 ， 如 果 从 图 11.1 所 示 刚 架 中 去 掉 支 杆 刀 就 谈 成 几何 可 变 体系 ; 而 从 
图 ПА Ф ФА В, 则 仍 是 几何 不 变 的 静 定 结构 , 支 杆 忆 是 多 余 联系 ， 一 个 多 
余 联 系 称 为 超 静 定 次 数 为 一 次 。 由 此 引出 如 下 结论 : 静 定 结构 是 没有 多 余 联系 的 几何 不 变 
体系 ; 超 静 定 结构 为 有 多 余 联系 的 几何 不 变 体系 。 

В 


fs, 

















4 


| 


图 11:1 一 静 定 刚 架 В 11.2 BERR 
ЖЖ Ф558] ЖЯ REALA ФЯ Г, ATRAIRE? 将 
超 静 定 结构 去 掉 多 余 联系 ， 变 成 为 静 定 结构 ， 而 多 余 联 系 用 多 余 未 知 力 来 代替 。 这 是 求解 
超 静 定 结构 的 基本 方法 一 一 力 法 的 基本 思路 。 





11.1 ” 超 静 定 结构 和 超 静 定 次 数 


超 静 定 结 构 的 概念 


馈 静 定 结构 与 静 定 结构 是 两 种 不 同类 型 的 结构 。 若 结构 的 支 座 反 力 和 各 截面 的 内 力 都 
可 以 用 静 力 平衡 条 件 唯一 确定 ， 这 种 结构 称 为 静 定 结 构 ， 若 结构 的 支 座 反 力 和 各 截面 的 内 
力 不 能 完全 由 静 力 平衡 条 件 唯一 确定 ， 则 称 为 超 静 定 结构 。 
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从 几何 组 成 来 看 ， 静 定 结构 是 没有 多 余 联 系 的 几何 不 变 体系 ; 超 静 定 结构 为 有 多 余 联 
系 的 几何 不 变 体系 。 


Ма, 特别 提示 


有 多 余 联 系 是 超 静 定 结构 区 别 于 静 定 结构 的 基本 特性 。 


超 静 定 次 数 的 确定 


超 静 定 结构 具有 多 余 联系 ， 因 此 具有 多 余力 。 通 常 将 多 余 联 系 的 数目 或 多 余力 的 数目 
称 为 超 静 定 结构 的 超 静 定 次 数 。 

超 静 定 结构 在 几何 组 成 上 , 可 以 看 做 是 在 静 定 结构 的 基础 上 增加 若干 多 余 联 系 而 构成 ， 
因此 ， 确 定 超 静 定 次 数 最 直接 的 方法 就 是 在 原 结构 上 去 掉 多 余 联 系 ， 直 至 超 静 定 结构 变 成 
静 定 结构 ， 所 去 掉 的 多 余 联系 的 数目 ， 就 是 原 结构 的 超 静 定 次 数 。 

从 超 静 定 结构 上 去 掉 多 余 联系 的 方式 有 以 下 几 种 3 

(1) 去 掉 支 座 处 的 支 杆 或 切断 一 根 链 杆 。 相 当 于 去 掉 一 个 联系 ， 如 图 11.3(a)、(b) 所 示 。 





(а) 


(b) 


(с) 


(9) 








图 11.3 ” 超 静 定 结构 变 成 静 定 结构 图 
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(2) Ж: ВЗА В — ИУ 6, А ЗА Р у ИУС WR 11.3(c)、(d) 所 示 。 

(3) 切断 一 根 梁 式 杆 或 去 掉 一 个 固定 支 座 ， 相 当 于 去 掉 三 个 联系 。 如 图 11.3(e) 所 示 。 

(4) 将 一 刚 结 点 改 为 单 铵 连接 或 将 一 个 固定 支 座 改 为 固定 铵 支 座 。 相 当 于 去 掉 一 个 联 
系 ， 如 图 11.3( 所 示 。 
上 述 去 掉 多 余 联 系 的 方式 ， 可 以 确定 任何 超 静 定 结构 的 超 静 定 次 数 。 然 而 ， 对 于 同 
个 超 静 定 结构 ， 可 用 各 种 不 同 的 方式 去 掉 多 余 联 系 而 得 到 不 同 的 静 定 结构 。 但 不 论 采用 
哪 种 方式 ， 所 去 掉 的 多 余 联 系 的 数目 必然 是 相等 的 。 
于 去 掉 多 余 联系 的 方式 的 多 样 性 ， 在 力 法 计算 中 ， 同 一 结构 的 基本 结构 可 有 各 种 不 
同 的 形式 。 但 应 注意 ， 去 掉 多 余 联系 后 基本 结构 必须 是 几何 不 变 的 。 为 了 保证 基本 结构 包 
几何 不 变性 ， 有 时 结构 中 的 某 些 联系 是 不 能 去 掉 的 。 如 图 11.4(a) 所 示 刚 架 ， 具 有 一 个 多 余 
联系 。 若 将 横梁 某 处 改 为 铵 接 ， 即 相当 于 去 掉 一 个 联系 得 到 如 图 -也 .4(b) 所 示 静 定 结构 ;， 若 
去 掉 支 座 的 水 平 链 杆 则 得 到 如 图 11.4(c) 所 示 的 静 定 结构 ， 它 们 都 可 作为 基本 结构 。 但 是 
若 去 掉 支 座 的 竖 向 链 杆 ， 即 成 瞬 变 体系 ， 如 图 11.4(d) 所 示 * 显 然 是 不 允许 的 ， 当 然 也 就 不 
能 作为 基本 结构 。 
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(а) 


11.4” 超 静 定 刚 架 示意 图 


如 图 11.5(a) 所 示 超 静 定 结构 属 内 部 超 静 定 结构 ， 因 此 ， 只 色 
得 到 基本 结构 ,“ 如 图 11.5(b) 所 示 。 


(a) (b) 


在 结构 内 部 去 掉 多 余 联 系 





сЕ 


图 11.5 ”内 部 超 静 定 结构 示意 图 

对 于 具有 多 个 框 格 的 结构 ， 按 框 格 的 数目 来 确定 超 静 定 的 次 数 是 较 方便 的 。 一 个 封闭 
的 无 铵 框 格 ， 其 超 静 定 次 数 等 于 3， 如 图 11.3(e) 所 示 。 故 当 一 个 结构 有 п 个 封闭 无 匀 框 格 
时 ， 其 超 静 定 次 数 等 于 3n。 如 图 11.6(a) 所 示 结 构 的 超 静 定 次 数 等 于 3 x 8 = 24。 当 结构 的 
某 些 结 点 为 匀 接 时 ， 则 一 个 单 匀 减 少 一 个 超 静 定 次 数 。 如 图 11.6(b) 所 示 结构 的 超 静 定 次 数 
等 于 3 x8-4=20。 


(Ма, зк 


超 静 定 次 数 = 多 余 联 系 的 个 数 = 把 原 结构 变 成 静 定 结构 时 所 需 撤除 的 联系 个 数 。 而 
力 法 的 基本 结构 即 为 去 掉 多 余 联系 代 以 多 余 未 知 力 后 所 得 到 的 静 定 结构 。 
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【练习 测验 】 
(a) (b) 


11.6” 超 静 定 刚 架 示意 图 


11.2 力 法 的 基本 原理 


超 静 定 结构 计算 的 最 基本 方法 是 力 法 。 力 法 的 基本 思路 是 : 将 超 静 定 结构 去 掉 多 余 联 


系 ， 变 成 静 定 结构 ， 而 多 





余 联 系 用 多 余 未 知 为 来 代 蔡 。 


masae 


如 图 ETOR Эн EE 90 CEE ЙЕ, REH R q 的 作用 ， 


【练习 测验 】 Е 为 常数 ， 该 梁 有 一 个 多 余 联 系 , 超 静 定 次 数 为 一 次 ， 称 为 原 结构 。 对 于 
原 结构 ,如果 把 支 杆 有 作为 多 余 联系 去 掉 , 并 代 之 以 多 余 未 知 力 癌 (简称 多 余力 ), 则 图 11.7(a) 


所 示 的 超 静 定 梁 就 转化 为 





图 11.7(b) 所 示 的 静 定 梁 。 它 承受 着 与 图 11.7(a) 所 示 原 结构 相同 的 





荷载 4 和 多 余 为 X?。 这 种 去 掉 多 余 联 系 ， 用 多 余 未 知 力 来 代 葵 后 得 到 的 静 定 结构 ， 称 为 按 


力 法 计算 的 基本 结构 。 
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图 11.7 力 法 的 基本 原理 图 
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力 法 的 基本 未 知 量 


现在 要 设法 解 出 基本 结构 的 多 余力 和 ,一 旦 求 得 多 余力 和 ,就 可 在 基本 结构 上 用 静 力 
平衡 条 件 求 出 原 结构 的 所 有 反 力 和 内 力 。 因 此 多 余力 是 最 基本 的 未 知 力 ， 可 称 为 力 法 的 基 
本 未 知 量 。 但 是 这 个 基本 未 知 量 Ху 不 能 用 静 力 平衡 条 件 求 出 ， 而 必须 根据 基本 结构 的 受 
和 变形 与 原 结构 相同 的 原则 来 确定 。 


力 法 的 基本 方程 


对 比 原 结构 与 基本 结构 的 变形 情况 可 知 , 原 结构 在 支 座 B 处 由 于 有 多 余 联 系 ( 竖 向 支 杆 ) 
而 不 可 能 有 竖 向 位 移 ， 而 基本 结构 则 因 该 联系 已 被 去 掉 ， 在 В 点 处 即 可 能 产生 位 移 ， 只 有 
当 冲 的 数值 与 原 结构 支 座 链 杆 下 实际 发 生 的 反 力 相等 时 , 才能 使 基本 结构 在 忆 
多 余力 共同 作用 下 ， 点 的 竖 向 位 移 等 于 零 。 所 以 ， 用 来 确定 鸡 的 条 件 是 : 基本 结构 在 原 
有 荷载 和 多 余力 共同 作用 下 ， 在 去 掉 多 余 联系 处 的 位 移 应 与 原 结构 中 相应 的 位 移 相等 。 由 
上 述 可 见 ， 为 了 唯一 确定 超 静 定 结构 的 反 力 和 内 力 ， 必须 同时 考虑 静 力 平衡 条 件 和 变形 协 
调 条 件 。 V 

设 以 4 和 4ir 分 别 表示 多 余力 X ЖАЙ у 单独 作用 在 基本 结构 时 , B A X АЈ ЕЙ 
位 移 [图 11.7(c)、(d)]。 符号 4 右 下 方 两 个 角 标 的 含义 是 : 第 一 个 角 标 表示 位 移 的 位 置 和 方向 
第 二 个 角 标 表示 产生 位 移 的 原因 。 例 如 ”4 是 在 入 作用 点 沿 包 方向 由 了 所 产生 的 位 移 ; 
Air 是 在 为 作 用 点 沿 冶 方向 由 外 荷载 qg 所 产生 的 位 移 *- 为 了 求 得 В 点 总 的 竖 向 位 移 ， 根 
HAMER, SA р | 




























































































АД = А +50 
FAS RRA ARAG Х\ = D 时 二 基本 结构 在 X 作 用 点 沿 着 方向 产生 的 位 移 ， 
WAA = EX 于 是 上 式 可 写成 





50+dr=0 (а) 
— А 

X == b 

1 —5, (b) 


由 于 5 和 4ir 都 是 已 知 力 作用 在 静 定 结构 上 的 相应 位 移 ， 故 均 可 用 求 静 定 结构 位 移 的 
方法 求 得 ， 从 而 多 余 未 知 力 的 大 小 和 方向 ， 即 可 由 式 (b) 确 定 。 
式 (a) 就 是 根据 原 结构 的 变形 条 件 建立 的 用 以 确定 X 的 变形 协调 方程 ， 即 为 力 法 基本 

















方程 








为 了 具体 计算 位 移 5u 和 4ir， 分 别 绘 出 基本 结构 的 单位 弯 矩 图 M (由 单位 力 阅 = 1 产 
生 ) 和 荷载 弯 矩 图 M( 由 荷载 q 产生 ), 分 别 如 图 11.8(a)、(b) 所 示 。 用 图 乘法 计算 这 些 位 移 时 ， 
М,Ж М 图 分 别 是 基本 结构 在 成 = 1 和 荷载 g {ЕШ ЕЕ. 
故 计算 5u 时 可 用 М, ARM 图 ， 称 为 M 图 的 “ 自 乘 ”， 即 
MM 1 Р Ор Ор 
=] Е “т “зз зы 
同 理 ， 可 用 好 ,图 与 M ШЕЕ Дь, B 
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图 11.8 力 法 求解 超 静 定 结构 





Ммм. 1(1 2 3\9 
Уј ЕІ aep х) 
Fión 和 4ir 之 值 代 入 式 (b)， 即 可 解 出 多 余力 为 ， 即 ,、 
soir Aim laa Rt) 
al BEI J/3EI 
所 得 结果 为 正 值 ， 表 明 AX 的 实际 方向 与 基本 结构 中 所 假设 的 方向 相同 。 
ERN ХЖ, ee з. 超 静 定 结构 的 最 后 
GERAM, TANCAR HH M, 和 .不 图 按 大 加 原理 绘 出 ， 即 
“< M=MX+M 
БЇ ЕЗИ НТ БЇ е 与 M 图 的 相应 纵 标 受 加 ， 即 
可 绘 出 M 图， 如 图 11.8(6) 所 示 。 
也 可 不 用 县 加 法 绘制 最 后 弯 矩 图 ， TEROZ AJ X ЫН q 共同 作用 在 基本 续 
构 上 ， 按 求解 静 定 结构 弯 矩 图 的 方法 即 可 作出 原 结构 的 最 后 弯 矩 图 。 


Ў 特别 提示 

综 上 所 述 可 知 : 力 法 是 以 多 余力 作为 基本 未 知 量 ， 取 去 掉 多 余 联系 后 的 静 定 结构 为 基 
本 结构 ， 并 根据 去 掉 多 余 联系 处 的 已 知 位 移 条 件 建 立 基 本 方程 ， 将 多 余力 首先 求 出 ， 而 以 
后 的 计算 即 与 静 定 结构 无 异 。 它 可 用 来 分 析 任何 类 型 的 超 静 定 结构 。 
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力 法 计算 超 静 定 结构 的 关键 在 于 根据 位 移 条 件 建立 力 法 的 基本 方程 , 以 求解 多 余力 。 
对 于 多 次 超 静 定 结构 ， 其 计算 原理 与 一 次 超 静 定 结构 完全 相同 。 下 面 对 多 次 超 静 定 结构 
力 法 求解 的 基本 原理 做 进一步 说 明 。 
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图 11.9(a) 所 示 为 一 个 三 次 超 静 定 结构 ， 在 荷载 作用 下 结构 的 变形 如 图 中 虚线 所 示 。 
力 法 求解 时 ， 去 掉 支 座 C 的 三 个 多 余 联 系 ， 并 以 相应 的 多 余力 Х\, XA 鸡 代 替 所 去 联系 
的 作用 ， 则 得 到 图 11.9(b) 所 示 的 基本 结构 。 由 于 原 结构 在 支 座 С 处 不 可 能 有 任何 位 移 ， 因 
， 在 承受 原 荷 载 和 全 部 多 余力 的 基本 结构 上 ， 也 必须 与 原 结构 变形 相符 ， 在 C 点 处 沿 多 
余力 如、 号 和 六 方向 的 相应 位 移 41/、4s, 和 4 都 应 等 于 零 。 

根据 辣 加 原理 ， 在 基本 结构 上 可 分 别 求 出 位 移 41、4, 和 43。 基 本 结构 在 单位 力 和 N= 1 
单独 作用 下 ，C 点 沿 而 、 奈 和 总 方向 所 产生 的 位 移 分别 为 Bu、52: 和 531[ 图 11.9(c)]， 事实 
:多 并 不 等 于 1， 因 此 将 图 11.9(c) 乘 上 疝 1 а, ШШ Ху 作用 时 С 点 的 水 平 位 移 61XI、 竖 
向 位 移 5621 名 和 角 位 移 5631 名 。 同 理 ， 由 图 11.9(d) 得 蕊 单独 作用 时 ，C ARIKE 5 Xa 
E 5 PHL SX: HE 11.9(e) 得 名 单独 作用 时 ，C 点 的 水 平 位 移 613 和 、 坚 向 
位 移 523 和 和 角 位移 533 和 :在 图 11.9D 中 ，4ir、4r 和 4r 依 次 表示 由 荷载 作用 于 基本 结构 
在 С 点 产生 的 水 平 位 移 、 竖 向 位 移 和 角 位 移 。 
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根据 又 加 原理 ， 可 将 基本 结构 满足 的 位 移 条 件 表示 为 
A, =X, +6,X,+OX +4 =0 
А,=б„Х,+б„Х,+б„Х,+4,„=0 (11-1) 
А, =X, + б„Х,+б,Х,+ А, =0 


这 就 是 求解 多 余力 Xo VM AXMED. KORENE: 在 基本 结构 中 ， 
于 全 部 多 余力 和 已 知 荷载 的 共同 作用 ， 去 掉 多 余 联系 处 的 位 移 应 与 原 结构 中 相应 的 位 移 
相等 。 
用 同样 的 分 析 方法 ， 可 以 建立 力 法 的 一 般 方程 。 对 于 n 次 超 静 定 结构 ， 用 力 法 计算 时 ， 
去掉 п 个 多 余 联 系 得 到 静 定 的 基本 结构 ， 在 去 掉 的 п 个 多 余 联 系 处 代 之 以 n 个 多 余 未 知 
3. ъч а а 
=0 (i=l, 2, +, п) 

据 此 可 以 建立 个 PN <А 
Ду =X, +5,Х, +55, +: дуза, =0 


4,=б„Х,+б„Х,+б„Х, +. Ае, +4, =0 
























































z| 








(11-2) 


4„=б„Х,+бХ, FEK H +6. Х, +А, =0 


在 上 列 方程 中 , 从 左 方 至 右 下 方 的 二 对 角 线 ( 自 左 - 上 方 的 61 至 右 下 方 的 5w) 上 的 系数 
6i 称 为 主 系数 ，6; 表 > 单位 力 党 二 下 单独 作用 在 基 :结构 上 时 ， 沿 其 蕊 自身 方向 所 引起 
的 位 移 ， 它 可 利用 М, 图 自 乘 求 得 ， 其 值 恒 为 正 ， 且 不 会 等 于 零 。 位 于 主 对 角 线 两 侧 的 其 他 
系数 ji 区 六 则 称 为 副 系数 ， 它 是 由 FRAJ XAN X, =1 单独 作用 在 基本 结构 上 时 ， 
沿 未 知 力 铸 方向 上 所 产生 的 位 移 ， “М, ый, 图 相 图 乘 求 得 。 根 据 位 移 互 等 定理 
ШЕ MRA 与 5 相等 ， 即 2y = буе 方程 组 中 最 后 一 项 4r 不 含 未 知 力 ， 称 为 自由 项 ， 它 
是 由 荷载 单独 作用 在 基本 结构 上 时 ， 沿 多 余力 总 方向 上 产生 的 位 移 ， 可 通过 МЕ Б M, 图 
相 图 乘 求 得 。 副 系数 和 自由 项 可 能 为 正 值 ， 可 能 为 负 值 ， 也 可 能 为 零 。 

上 列 方 程 组 在 组 成 上 具有 一 定 的 规律 ， 而 且 不 论 基 本 结构 如 何 选取 ， 只 要 是 n 次 超 静 
定 结构 ， 它 们 在 荷载 作用 下 的 力 法 方程 都 与 式 (11-2) 相 同 ， 故 称 为 力 法 的 典型 方程 。 

按 前 面 求 静 定 结构 位 移 的 方法 求 得 典型 方程 中 的 系数 和 自由 项 后 , 即 可 解 得 多 余力 Xie 

然后 ， 可 按照 静 定 结构 的 分 析 方 法 求 得 原 结构 的 全 部 反 力 和 内 力 ， 或 按 下 述 合 加 公式 
RHEE 



































М=Х,М,+Х,М,+ ++ +X,M,+ Mr 
再 根据 平衡 条 件 可 求 得 其 剪 力 和 轴 力 。 


Ў 特别 提示 


综 上 所 述 可 知 : 力 法 是 以 多 余力 作为 基本 未 知 量 ， 取 去 掉 多 余 联系 后 的 静 定 结构 为 基 
本 结构 ， 并 根据 去 控 多 余 联 系 处 的 已 知 位 移 条 件 建立 基本 方程 ， 将 多 余力 首先 求 出 ， 而 以 
后 的 计算 即 与 静 定 结构 无 异 。 它 可 用 来 分 析 任何 类 型 的 超 静 定 结构 


304 


第 11=* EE 

















力 法 计算 超 静 定 结构 的 步骤 可 归纳 如 下 。 
(1) 去 掉 原 结构 的 多 余 联系 ， 得 到 一 个 静 定 的 基本 结构 ， 并 以 多 余力 代 蔡 相应 多 余 联 
系 的 作用 ， 确 定 力 法 基本 未 知 量 的 个 数 。 
(2) 建立 力 法 典型 方程 。 根 据 基本 结构 在 多 余力 和 原 荷载 的 共同 作用 下 ， 在 去 掉 多 余 
联系 处 的 位 移 与 原 结构 中 相应 的 位 移 相同 的 位 移 条 件 下 ， 建 立 力 法 典型 方程 。 

(3) 求 系数 和 自由 项 。 为 此 ， 需 分 两 步 进行 。 

Ф 令 蕊 =1， 作 出 基本 结构 的 单位 弯 矩 图 М: 作出 基本 结构 在 原 荷 载 作 用 下 的 弯 矩 
图 Mr。 ү! 
о 按照 求 静 定 结构 位 移 的 方法 计算 系数 各自 由 项 。 
e a ллы 余 未 知 力 。 
ч 结构 内 力 ， 绘制 内 力图 ы 


A 应 用 案例 11-1 


如 图 11.10(a) 所 示 刚 架 ，ET= 常数 ， 试 作出 其 内 办 图. 
【 解 】(1) 确定 超 静 定 次 数 ， 选 取 基本 结构 s 
此 刚 架 具 有 一个 多 余 联 系 ， 是 一 次 超 静 定 结构 ， 去 掉 支 座 链 杆 C 即 为 静 定 结构 ， 并 用 
代替 支 座 链 杆 "\C 的 作用 ， 得 到 基本 结构 如 图 11.10(b) 所 示 。 
(2) 建立 力 法 典型 方程 。 
原 结构 在 支 座 C 处 的 竖 向 位 移 4 = 0。 根 据 位 移 条 件 ， 可 得 力 法 的 典型 方程 为 
2 而 +r=0 


























(3) 求 系数 和 自由 项 。 
ВАЛЕХ = 单独 作用 于 基本 结构 的 弯 矩 图 М, 图 ， 如 图 11.11(a) 所 示 ; 再 作 荷载 单独 作 
用 于 基本 结构 时 的 弯 矩 图 Mr 图 ， 如 图 11.11(b) 所 示 。 然 后 利用 图 乘法 ， 求 系数 和 自由 项 


б=т у^4х4хух4+ахаха)- 288 
ЕІ 3 


























ЗЕТ 
дету (598044) 100 
ЕГ(З ЗЕІ 
(4) 求解 多 余力 。 
将 6n、4ir 代 入 典型 方程 ， 有 
256 „ _1280 _ 0 
3EI ' ЗЕ] 
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解 方程 ， 得 名 =5kN( 1 )( 正 值 说 明 实 际 方向 与 基本 结构 上 假设 的 看 方向 相同 ， 即 垂直 


向 上 ). 


(5) 绘制 内 力图 。 


各 杆 端 弯 矩 可 按 М= Х.М + Mr 计算 ,最 后 得 到 的 弯 矩 图 如 区 
至 于 剪 力图 和 轴 力图 ， 在 多 余力 求 出 后 ， 可 直接 按 作 静 定 结构 前 力图 和 轴 力 


作出 ， 如 














11.12(a)、(b) 所 示 。 
Е 
ГА 
Е 原 结构 
L 
£ 
FA 
& 
T 











(a) Fo 图 /KN 




















4 





























11.11(c) 所 示 。 

















的 方法 





(aj M1 图 (b) Mi 图 


(с) М (КМ • т) 


11.11 应 用 案例 11-1 SEA 


В C 


(b) А/К“ 


图 11.12 ”应 用 案例 11-1 лла 


/ 
一 应 用 案例 11-2 
如 图 11.13(a) 所 示 刚 架 ，E1= 常 数 ， 试 作出 其 内 力 


【 解 〗(1) 确定 超 静 定 次 数 ， 选 取 基本 结构 。 














此 刚 架 是 两 次 超 静 定 的。 去 掉 刚 架 В 处 的 两 根 支 座 链 杆 ， 代 以 多 余力 而 0, 18] 
如 图 11.13(b) 所 示 的 基本 结构 。 
(2) 建立 力 法 典型 方程 。 
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2El 
X, 
El 原 结构 S 基本 结构 
А А 
miei 
(a) (b) 


В 11.13 ”应 用 案例 11-2 图 


(3) 绘 出 各 单位 弯 矩 和 荷载 弯 矩 图 ， 如 图 11.14(a)、(b)、(c) 所 示 。 利用 图 乘法 求 得 各 系 
数 和 自由 项 如 下 : 



































11.14 ”应 用 案例 11-2 内 力图 
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(4) 求解 多 余力 。 
将 以 上 系数 和 自由 项 代入 典型 方程 并 消去 全， 得 


解 联 立 方程 ， 得 加 F() 






































(5) 绘制 内 力图 。 压 矩 图 及 前 力图 、 轴 力图 ， 如 图 11400) (е). (09. 
【案例 点 评 】 K> 
上 述 两 个 例题 表明 : ОЛЖ ХЕ: 确定 基本 未 知 量 ， 选择 基本 结构 ， 建 立 典 
型 方程 。 加 力 法 方程 的 系数 和 自由 项 的 计算 就 是 求 静 定 结 构 的 位 移 ，@ 力 法 方程 解 得 多 余 
未 知 力 后 ， 可 用 静 力 平衡 方程 或 内 力 备 加 计算 超 静 定 结 构 的 内 力 和 绘制 内 力图 。 














<L 应 用 案例 11.3 4 | 
用 力 法 计算 按 平面 排 架 简化 的 单 层 厂房 

单 层 厂房 是 一 个 空间 结 椅 ; 其 平面 布置 如 图 11.1Sta) 所 示 ， 它 的 横向 是 一 个 由 基础 、 柱 
子 和 层 架 组 成 的 排 架 [图 I.15(b)j， 排 架 沿 厂房 纵向 尖 艇 按 6m 等 问 距 排列 ， 各 排 架 之 间 用 
纵向 构件 如 屋面 板 * 种 车 梁 、 纵 向 支撑 等 相 联 作用 于 厂房 结构 上 的 恒 荷 载 和 风 、 雪 等 荷 
载 ， 一 般 是 沿 纵向 艾 多 分布 的 。 因 此 ， 可 以 取 图 11.15(a) 中 阴影 线 所 示 部 分 作为 计算 单元 
并 按 平面 排 架 进行 计算 。 由 于 屋 架 横向 变形 很 微小 ， 通 常 近似 将 屋 架 看 作 一 轴 向 刚度 EA 
为 无 限 大 的 杆 件 ， 其 作用 类 似 一 条 横梁 ,计算 简 图 如 图 11.15(c) 所 示 。 贸 接 排 架 结构 由 于 柱 
上 常 放置 吊车 粱 ， 因 此 柱 截面 按 分 段 直线 变化 ， 做 成 阶梯 形 。 











(b) (с) 
图 11.15 ”应 用 案例 11-3 图 
计算 如 图 11.16(a) 所 示 排 架 柱 的 内 力 ， 并 作出 弯 算 图 。 
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【 解 〗(1) 选取 基本 结构 如 图 11.16(b) 所 示 。 
(2) 建立 力 法 方程 。 











Or+4r=0 
(3) 计算 系数 和 自由 项 。 
分 别 作 基本 结构 的 Mr 图 和 Mi 图 ， 如 图 11.16(c)、(d) 所 示 。 
利用 图 乘法 计算 系数 和 自由 项 分 别 如 下 : 
































Gn- (Dx2x2x3x2 + 让 | 和 exaxaraxsxs+2xs+raxg] 
EI\2 3 3EI L6 

_16 336 _352 

ЗЕТ 3EI 3EI 


ле= | 52х02 ]}к = 6x(2x20x2+2x80x8f20x8+80x2) 
ЕГ\2 з^°) зке 


ОЗЕР ЗЕТ ЗЕГ 
(4) 计算 多 余 未 知 力 。 
将 系数 和 自由 项 代入 力 法 方程 ， 得 

















352, 71160 
ЗЕТ) ЗЕ! 
解 得 Xi = -5kN 
(5) ЕЗЕШ. 
RAR M=MX + МЕГЕ Ш ARRE ЭБ, Е 11.16(е)Т ж. 
SN ? ‚хх, АХ 
Е лок С „ак р 





基本 结构 











图 11.16 ”应 用 案例 11-3 SEE 


【案例 点 评 】 
用 力 法 计算 排 架 时 ， 一 般 把 横梁 作为 多 余 约束 而 切断 其 轴 向 约束 ， 代 以 多 余 未 知 力 ， 
利用 切口 两 侧 相 对 轴 向 位 移 为 零 ( 由 于 E4 一 2， 故 柱 顶 相对 位 移 为 零 ) 的 条 件 建立 力 法 方程 
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;全 “知识 链接 
有 关 单 层 厂 房 的 构造 知识 , 请 参考 有 关 文献 ， 如 高 等 教育 出 版 社 出 版 、 赵 研 主编 的 《 房 
屋 建筑 学 》。 


11.5 ”对称 性 的 利用 


土木 建筑 工程 中 ， 有 很 多 结构 是 对 称 的 。 所 谓 对 称 结构 ,是 指 ;s 结构 的 几何 形状 和 
支承 情况 对 称 于 某 一 几何 轴线 ，@ 杆 件 截面 形状 、 尺寸 和 材料 的 物理 性 质 ( 弹 性 模 量 等 ) 也 
关于 此 轴 对 称 。 若 将 结构 沿 这 个 轴 对 折 后 ， 结 构 在 轴线 的 两 侧 对 应 部 分 将 完全 重合 ， 该 轴 
线 称 为 结构 的 对 称 轴 。 A 
如 图 11.17 所 示 结 构 都 是 对 称 结构 。 利 用 结构 的 对 称 性 可 使 计算 大 为 简化 。 
, 对 称 轴 





ШШ 





全 o © 
图 11.17 ”对称 结 构 
如 图 11.18(a) 三 次 超 静 定 刚 架 ， 沿 对 称 轴 截 面 已 切断 ， 可 得 到 如 图 15.18(b) 所 示 的 对 称 
基本 结构 。 三 个 多 余 未 知 力 中 ， 轴 力 Хр. BE A 为 正 对 称 内力 ( 即 沿 对 称 轴 对 折 后 ， 力 作 
线 方向 相同 )， 而 前 力 品 是 反对 称 内 力 ( 即 沿 对 称 轴 对 折 后 ， 力 作用 线 方向 相反 )。 
选取 对 称 的 基本 结构 ， 力 法 典型 方程 为 
0.9 + OX, +&,Х, +4 =0 
б„Х, + б„Х, +б„Х,+А,„=0 
X, +X, +X; +4, =0 
作 单 位 弯 矩 图 如 图 11.18(c)、(d)、(e) 所 示 。 由 图 可 见 , 正 对 称 多 余力 下 的 单位 弯 和 矩 
FUM, 是 对 称 的 ， 而 反对 称 多 余力 下 的 单位 弯 矩 图 族 , 是 反对 称 的 。 由 图 形 相 乘 可 知 : 


С =D jH 


ôn = 032 = [== =0 
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故 力 法 典型 方程 简化 为 


б,Х,+д,Х, +4, =0 


(с) 





Х›=1 
1 1 
ГА] 
1 1 
а 



































) 
Е 11.18 三 次 超 静 定 刚 架 


Ма. 特别 提示 


对 称 结 构 要 选取 对 称 的 基本 结构 。 力 法 典型 方程 将 分 成 两 组 : 一 组 只 包含 对 称 的 未 知 
љ. РХ, 5; 另 一 组 只 包含 反对 称 的 未 知 力 和 %。 因 此 ， 解 方程 组 的 工作 得 到 简化 。 

现在 作用 在 结构 上 的 外 荷载 是 非 对 称 的 [图 11.18(a)、( 人 ， 若 将 此 荷载 分 解 为 对 称 的 和 
反对 称 的 两 种 情况 ， 如 图 11.19(a)、(b) 所 示 ， 则 计算 还 可 进一步 得 到 简化 。 


Е Е F F 
e 1 б 2 


(а) М: (b) м”; 图 






































图 11.19 ”荷载 分 解 为 对 称 和 反对 称 图 例 
(1) 外 荷载 对 称 时 ， 使 基本 结构 产生 的 弯 矩 图 M' 是 对 称 的 ， 则 得 
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r= 7 =0 


从 而 得 Ху=0 
这 时 ， 只 要 计算 对 称 多 余 未 知 力 Xi M AX. 
(2) 外 荷载 反对 称 时 ， 使 基本 结构 产生 的 弯 矩 图 My? 是 反对 称 的 ， 则 得 
MM'ds _ 
а ЕР” =о 
M,M'ds _ 
У] EI “0 
从 而 得 Х=%=0 
这 时 ， 只 要 计算 反对 称 的 多 余 未 知 力 X 
从 上 述 分 析 可 得 到 如 下 结论 。 KA 
(1) 在 计算 对 称 结构 时 ， 如 果 选 取 的 多 余 未 知 力 中 一 部 分 是 对 称 的 ， 另 一 部 分 是 反对 
称 的 。 则 力 法 方程 将 分 为 两 组 ， 一 组 只 包含 对 称 未 知 为 ; 另 一 组 只 包含 反对 称 未 知 力 。 
(2) 若 结构 对 称 ， 外 荷载 不 对 称 时 ， 可 将 外 荷载 分 解 为 对 称 荷载 和 反对 称 荷 载 ， 分 别 
Жа ЖОЛ. ҮЛ 


(Ма, 特别 提示 A N 

НЕН ВИЕЛ F Жар DAR, MARP Жз] АЫ; 对 称 结 
构 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 对 称 霖 知 办 为 替 ， 即 只 产生 反对 称 内 力 及 变形 。 所 以 ， 在 计算 对 
称 结构 时 ， 直 接 利用 上 述 结论 可 以 使 计算 得 到 简化 




















/ 4 
> 应 用 案例 11-4- 
利用 结构 对 称 性 ， 计 算 如 图 11.20(a) 所 乐 刚 架 ， 并 作 最 后 弯 矩 图 。 
[IO 此 结构 为 三 次 超 静 定 刚 架 ， 且 结构 及 荷载 均 为 对 称 。 在 对 称 轴 处 切 开 ， 取 如 
图 11.20(b) 所 示 的 基本 结构 。 由 对 称 性 的 结论 可 知 Х,=0, Ай АИ ЖИЛ ХК. 
(2) 由 切 开 处 的 位 移 条 件 ， 建 立 典 型 方程 
&,Х,+б„Х, +4. =0 
ÔX, +X, +4, =0 
(3) EM, > М,. 、MF 图 [图 11.20(c)、(d)、(e)]， 利 用 图 形 相 乘 求 系数 和 自由 项 : 


ou- 1 хбх1х1+ 1 кект) 
EI 4EI EI 

















526х626) 09 
EI 2: 3 ЕІ 


бр = 5 =- еахухв)--38 
ЕІ 2 ЕТ 
_2340 


ars- (二 x180x6x1+ 3x6x180x1]- 
EI 4E1 3 EI 
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6480 
EI 
(4) HARAMA HARARE, ЖЕЛЕН X X 
=120kN • m 
X2 = -15КМ 
(5) = М=М,Х,+М,Х,+ М-Ф М 图 ЖЗ ЕА, (ЕЕ Е, 3 
图 11.20(D 所 示 。 


љавоб кв) = 
EI 2 


X=1 X=1 


=10kN/m X, X 


















原 结构 D 


12m 





基本 结构 





(а) (b) 
180 180 
TA A мла i А 
ят 
6 180 180 30 30 
(4) (е) (£) 


В 11.20 CARH 11-4 图 


【案例 点 评 】 
由 本 例题 看 出 : 结构 对 称 ， 就 选择 对 称 的 基本 结构 ， 利 用 荷载 对 称 作用 时 的 内 力 和 变 
形 特性 ， 可 使 计算 得 以 简化 。 


实际 工程 中 的 结构 除了 承受 直接 荷载 作用 外 ， 还 受 支 座 移动 、 温 度 改变 、 制 造 误差 及 
材料 的 收缩 膨胀 等 因素 影响 。 由 于 超 静 定 结构 有 多 余 约 束 ， 因 此 使 结构 产生 变形 的 因素 都 
将 导致 结构 产生 内 力 ， 这 是 超 静 定 结构 的 重要 特征 之 一 。 本 节 研 究 支 座 移动 时 超 静 定 结构 
的 计算 问题 。 
力 法 计算 超 静 定 结构 在 支 座 移动 所 引起 的 内 力 时 ， 其 基本 原理 和 解 题 步骤 与 荷载 作 
的 情况 相同 ， 只 是 力 法 方程 中 自由 项 的 计算 有 所 不 同 
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Ма 特别 提示 
自由 项 表示 基本 结构 由 于 支 座 移动 ,在 多 余 约 束 处 沿 多 余 未 知 力 方向 所 引起 的 位 移 人 4.。 
/ 
ЭУ 应 用 案例 11-5 


如 图 11.21(a) 所 示 超 静 定 梁 ， 设 支 座 4 发 生 转 角 9， 作 梁 的 M 图 。 已 知 E1 为 常数 。 
【 解 〗(1) 选取 基本 结构 ， 如 图 11.21(b) 所 示 。 

















бе] D 建立 力 法 方程 原 结构 在 в 处 无 竖 向 位 
Z z В 移 ， 可 建立 力 法 方程 如 下 : 

(a) би tdic=0 
| П | (3) 计算 系数 和 自由 项 ， 
作 单 位 弯 算 图 ij 如 图 11.21(c) 所 示 ， 可 由 图 
更 乘法 求 得 


3 
aus hiet) 
EI\2 3 ) ЗЕ] 
4ic=-》 R * C=-(10)= -10 
= @ 求 多 余 未 知 力 。 
3 


OFEA. 
由 于 支 座 移动 在 静 定 的 基本 结构 中 不 引起 内 
， 故 只 需 将 MM ARU XRT. 

М=М,Х, 
3E10 _3EI 
тт 








1121 应 用 案例 11-5 图 


Мав=1х 


Ms4=0 








E MM 图 如 图 11.21(d) 所 示 。 
【案例 点 评 】 


由 本 例题 弯 矩 图 可 以 看 出 ， 超 静 定 结构 由 于 支 座 移动 引起 的 内 力 ， 其 大 小 与 杆 件 刚度 
EI 成 正比 ， 与 杆 长 1 成 反比 。 








1.， 力 法 的 基本 原理 
力 法 计算 的 关键 是 : 确定 基本 未 知 量 ， 选 择 基本 结构 ， 建 立 典型 方程 。 
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2. 确定 基本 未 知 量 和 选择 基本 结构 

去 掉 多 余 联 系 使 原 超 静 定 结构 变 为 静 定 结构 ， 去 掉 的 多 余 联系 处 的 多 余 未 知 力 即 为 基 
本 未 知 量 。 去掉 多 余 联 系 后 的 静 定 结构 即 为 基本 结构 ， 两 者 是 同时 选 定 的 。 

3， 建 立 力 法 典型 方程 

基本 结构 在 原 荷载 (或 支 座 移动 等 ) 及 多 余 未 知 力作 用 下 ， 沿 多 余 未 知 力 方向 的 位 移 应 
与 原 结 构 在 相应 处 的 位 移 相 等 ， 据 此 列 出 力 法 典型 方程 。 要 充分 理解 力 法 典型 方程 所 代表 
的 变形 条 件 的 意义 ， 以 及 方程 中 各 项 系数 和 自由 项 的 含义 。 

4. 典型 方程 的 系数 和 自由 项 的 计算 

系数 和 自由 项 的 计算 就 是 求 静 定 结 构 的 位 移 。 因 此 ， 必 须 保证 静 定 结构 内 力图 的 正确 
和 位 移 计 算 的 准确 。 力 法 方程 中 的 主 系数 (6 门 恒 大 于 零 ; 副 系数 和 自由 项 可 能 为 正 值 或 负 
值 、 也 可 能 为 零 ， 且 副 系数 31 = бду 

5.， 超 静 定 结构 的 内 力 计算 与 内 力图 的 绘制 

通过 解 力 法 方程 求 得 多 余 未 知 力 后 ， 可 用 静 力 平衡 方程 或 内 力 登 加 公式 计算 超 静 定 结 
构 的 内 力 和 绘制 内 力图 。 对 梁 和 刚 架 来 说 ， 一 般 先 计算 杆 端 这 矩 、 绘 制 这 矩 图 ， 然 后 计算 
杆 端 藤 力 、 绘 制 前 力图 ， 最 后 计算 杆 端 轴 力 “绘制 轴 力 图 。 


6. 对 称 性 的 利用 
如 果 结 构 对 称 ， 可 选择 对 称 的 基 术 结构 ; 利用 荷载 对 称 或 反对 称 作 用 时 的 内 力 和 变形 
特性 ， 可 使 计算 得 以 简化 。 OFEA] 
D= a АИ 
Ca 考题》 Е 
【资料 阅读 】 


(1) 试 比较 超 静 定 结构 与 静 定 结构 的 不 同 特性 ， 说 明 两 种 结构 的 区 别 。 

(2) 用 力 法 解 超 静 定 结构 的 思路 是 什么 ? 什么 是 力 法 的 基本 结构 和 基本 未 知 量 ? 基本 
结构 与 原 结构 有 何 异 同 ? 

(3) 在 选取 力 法 基本 结构 时 ， 应 掌握 什么 原则 ? 如 何 确定 超 静 定 次 数 ? 

(4) 力 法 典型 方程 的 意义 是 什么 ”其 系数 和 自由 项 的 物理 意义 是 什么 ? 

(5) 为 什么 力 法 典型 方程 中 主 系 数 恒 大 于 零 ， 而 副 系数 则 可 能 为 正 值 、 负 值 或 为 零 ? 

(6) 试 叙 述 用 力 法 求解 超 静 定 结构 的 步骤 。 

(7) 怎样 利用 结构 的 对 称 性 简化 计算 ? 

(8) 为 什么 对 称 结构 在 对 称 荷载 作用 下 ， 反 对 称 多 余 未 知 力 等 于 零 ? 反之 ， 为 什么 对 
称 结构 在 反对 称 荷载 作用 下 ， 对 称 的 多 余 未 知 力 等 于 零 ? 

(9) 基本 未 知 量 求 出 以 后 ， 怎 样 求 原 结构 的 其 余 支 座 反 力 ? 怎样 绘制 内 力图 ? 

(10) 为 什么 超 静 定 结构 的 内 力 与 各 杆 ЕГ 相对 比值 有 关 ， 而 静 定 结构 的 内 力 确 与 ЕГ 
无 关 ? 
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бэ аә) 


一 、 填 空 是 
а) 去 掉 多 余 联 系 用 多 余 未 知 力 来 代替 后 得 到 的 静 定 结构 称 为 力 法 的 


(2) 多 余力 是 最 基本 的 未 知 力 ， 又 可 称 为 力 法 的 
(3) 根据 原 结构 的 变形 条 件 建立 的 用 以 确定 加 的 变形 协调 方程 ， 称 为 








(4) 将 多 余 联系 的 数目 或 多 余力 的 数目 称 为 超 静 定 结构 的 
(5) Б А ж р, 相当 于 去 掉 联系 , 等 于 多 
知 力 。 А 
(6) 力 法 的 基本 未 知 量 数目 等 于 。 
二 、 单 选 题 
(1) 切断 一 根 链 杆 相当 于 解除 ( ЛО: 切断 一 根 梁 式 杆 相当 于 解除 ( 。 ) 个 约束 
А. 1 B. 4 6\3 Р”. 2 
(2) 一 个 封闭 框 具有 (  ) 次 超 静 定 * “到 
А. 1 B. 4 sra D. 3 
(3) 去 掉 多 余 联系 用 多 余 未 知 力 来 代替 后 得 到 的 结构 称 为 力 法 的 (  ) 结 构 。 
А. ФА В. RHMZ с. 基本 (fw 三 D. 一 般 
(4) 第 一 个 角 标 表示 (“ “人 小 > 第 二 个 角 标 表示 (人 小 
А. 位 移 的 作用 B. ,产生 位 移 的 原因 
C， 位 移 的 位 置 和 方向 17. 0. 位 移 的 位 置 
(5) 力 法 鞭 型 方程 中 主 系数 ( ) 
A. AR В. {Ө с. й р. БНК 
三 、 判 断 题 
(1) 力 法 是 计算 超 静 定 结构 的 基本 方法 之 一 。 C 9 
(2) 超 静 定 结构 的 一 个 多 余 联系 称 为 二 次 超 静 定 结构 。 © ) 
(3) 超 静 定 结构 具有 多 余 联系 结构 。 С у 
(4) 去 掉 支 座 处 的 支 杆 或 切断 一 根 链 杆 ， 相 当 于 去 掉 一 个 联系 。 ©) 
(5) 19—155 0 {-44з&4# 544—1 ж Җ ЖК 5 | ЖА Җ Ж, tA 
€ 2 
(6) 力 法 典型 方程 中 副 系数 恒 为 零 。 C J 


四 、 主 观 题 


(1) 试 确定 如 图 11.22 所 示 超 静 定 结构 的 超 静 定 次 数 。 
(2) 试用 力 法 求解 如 图 11.23 所 示 梁 ， 并 作 内 力图 。 已 知 E1= 常数 。 











(а) (b) 
(с) (4) | 
(е) (£) 
(2) (h) 
G) (0 


图 11.22 ”主观 题 (1) 图 





图 11.23 ”主观 题 (2) 图 


(3) 试用 力 法 求解 如 图 11.24 所 示 刚 架 ， 并 作 M 图. 

(4) 用 力 法 计算 如 图 11.25 所 示 排 架 ， 并 作 M 图 。 

(5) 计算 如 图 11.26 所 示 对 称 结构 的 内 力 ， 并 作 M 图。 

(6) 如 图 11.27 所 示 为 等 截面 两 端 国 定 梁 ， 已 知 国定 端 4 顺 时 针 转 动 一 角度 gs4， 计 算 
其 支 座 反 力 并 作 M 图 。 
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图 11.27 “主观 题 (6) 
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21 22 位 移 法 及 力矩 分 配 法 





掌握 位 移 法 的 原理 及 计算 方法 ， 掌 握力 矩 分 配 法 的 计算 方法 ， 能 应 用 力矩 分 配 法 计算 
连续 梁 的 内 力 。 








能 力 Ж: 所 占 比重 














位 移 法 基本 概念 、 结 点 ( 线 位 移 和 结 点 
角 位 移 )、 线 刚度 
单 跨 超 静 定 梁 的 杆 端 内 为 , 杆 端 内 力 的 
正 负 号 


位 移 法 的 原理 ` 单 杆 超 静 定 梁 的 种 类 







能 熟练 判断 结 点 角 位 移 和 结 点 线 位 移 的 个 数 10% 





能 通过 查 表 确 定 杆 端 内 力 ， 熟 记 常 用 的 杆 端 弯 





能 熟练 地 将 结构 拆 为 单 杆 超 静 定 梁 
E 续 梁 与 简单 超 静 定 刚 架 的 













位 移 法 的 应 用 平衡 条 件 15% 

力 抵 分 配 法 的 基本 概念 ， 转动 刚度 、 分 БИСИ, АЕ 

配 系数 、 传 递 系数 梁 的 转动 刚度 、 传 递 系数 i 
分 本 法 的 应 用 , JEDRENE | 

力 怎 分 配 法 的 应 用 , 力矩 分 配 法 的 计算 | ы EER 25% 








结 点 位 移 的 种 类 及 个 数 的 确定 ; 单 杆 超 静 定 梁 的 杆 端 内 力 的 确定 ; 位 移 法 的 原理 应 用 ; 
力矩 分 配 法 的 基本 概念 ， 力矩 分 配 法 的 原理 及 应 用 。 





A 
A 
ПП 928-0 


“Ма, 生活 知识 提 点 

工程 中 经 常会 碰 到 超 静 定 梁 的 问题 ， 需 要 计算 梁 的 截面 谊 矩 、 规 面 剪 力 等 设计 数据 
这 些 数据 虽然 可 以 通过 其 他 的 方法 计算 ， 但 位 移 法 和 力矩 分 配 法 也 是 计算 超 静 定 梁 的 方法 
之 一 ， 且 在 某 些 情况 下 计算 比较 简捷 。 


х в 


由 于 梁 是 超 静 定 的 ， 仅 仅 使 用 静 力 平衡 方程 无 法 求解 全 部 的 未 知 力 ， 必 须 建 立 补充 方 
程 ， 位 移 法 和 力矩 分 配 法 依据 平衡 条 件 建立 补充 方程 ， 从 而 求解 未 知 的 结 点 位 移 。 


12.1 “位 移 法 的 基本 概念 


力 法 计算 超 静 定 结构 内 力 时 ， 由 于 基本 未 知 量 的 数目 等 于 超 静 定 次 数 ， 而 实际 工程 结 
构 的 超 静 定 次 数 往往 很 高 ， 应 用 力 法 计算 就 很 烦琐 。 这 里 介绍 另外 一 种 计算 超 静 定 结构 的 
基本 方法 ， 这 种 方法 称 为 位 移 法。 利用 位 移 法 既 可 以 计算 超 静 定 结构 的 内 力 ， 也 可 以 计算 
静 定 结构 的 内 力 。 对 于 高 次 超 静 定 结构 ， 运 用 位 移 法 计算 内 力 通常 也 比 力 法 简便 。 同 时 ， 
学 习 位 移 法 也 帮助 我 们 加 深 对 结构 位 移 概念 的 理解 , 为 学 习 力矩 分 配 法 ( 超 静 定 结构 的 数值 
计算 法 ) 打 下 必要 的 基础 。 


位 移 法 的 基本 变形 假 役 “1 


位 移 法 的 计算 对 象 是 由 等 截面 直 杆 组 成 的 杆 系 结构 ， 如 刚 架 、 连 续 梁 。 在 计算 中 认为 
结构 仍然 符合 小 变形 假定 。 同 时 位 移 法 假设 : 

(1) 各 杆 端 之 间 的 轴 向 长 度 在 变形 后 保持 不 变 

(2) 刚性 结 点 所 连 各 杆 端的 截面 转角 是 相同 的 。 


PA 位 移 法 的 基本 未 知 量 


力 法 的 基本 未 知 量 是 未 知 力 ， 顾 名 思 义 ， 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 结 点 位 移 。 值 得 注意 
的 是 ， 这 里 所 说 的 结 点 是 指 计算 结 点 ， 即 结构 各 杆 件 的 连接 点 。 结 点 位 移 分 为 结 点 角 位 移 
和 结 点 线 位 移 两 种 ， 运 用 位 移 法 计算 时 ， 首 先 要 明确 基本 未 知 量 。 
注意 到 结 点 分 为 刚 结 点 和 贸 结 点 ， 而 匀 结 点 对 各 杆 端 截面 的 相对 角 位 移 无 约束 作 
因此 只 有 刚 结 点 处 才 有 作为 未 知 量 的 角 位 移 。 因 此 ， 统 计 一 下 结构 的 刚 结 点 数 ， 每 一 个 刚 
结 点 有 一 个 转角 位 移 ， 则 整个 结构 的 独立 刚 结 点 数 就 是 角 位 移 数 。 在 分 析 结 构 的 角 位 移 数 
对 ， 要 注意 组 合 结 点 的 特殊 性 。 
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# 12+ 


如 图 1210A RP Е. F Н а кї ЖЕШ A AA E A E AE, 


HE 杆 、DE 杆 、BE 杆 刚性 连接 ， 属 于 刚 结 点 ; ЕЕ ER, MTAA. РАА, JF 
杆 、CF 杆 刚 性 连接 (两 杆 轴线 成 180° 连 接 )， 属 于 刚 结 点 ，EF IERT, SATR; Н 
结 点 可 同样 分 析 。D、G、J 均 是 刚 结 点 ， 因 此 该 结构 的 结 点 角 位 移 数 为 6。 而 如 图 12.1(b) 
所 示 结 构 中 的 B 结 点 ， 看 起 来 有 个 支 座 ,似乎 是 边界 结 点 ,但 是 由 于 АВ 杆 、BC 杆 在 此 刚 
性 连接 ， 因 此 属于 刚 结 点 。 整 个 梁 只 有 一 个 刚 结 点 ， 故 角 位 移 个 数 为 1。 

G Н Pi 



























































A B С 
(b) 


图 121 结 点 角 位 移 的 分 析 
对 于 结 点 线 位 移 ， 以 如 图 12.2 所 示 结 构 的 А.В 结 点 为 例 ， 由 于 忽略 杆 件 的 轴 向 变形 ， 
即 变形 后 杆 长 不 变 , А, В 两 结 点 所 产生 水 平 线 位 移 相 等 , 求 出 其 中 一 个 结 点 的 水 平 线 位 移 ， 
另 一 个 也 就 已 知 了 ， 换 句 话 说 ， 这 两 个 结 点 
位 移 ， 另 一 个 是 与 它 相 关 的 。 位 移 法 以 独立 


















加 的 链 杆 数 就 是 独立 结 点 线 位 移 数 ”。 
如 图 12.3(a) 所 示 结 构 ;~ 共 有 C、D、E、F 由 个 刚 结 点， 由 于 4、B 是 固定 支 座 ，4、B 


两 点 没有 竖 向 位 移 注意 到 “变形 后 ， 杆 长 不 变 所 以 四 个 刚 结 点 的 竖 向 位 移 都 受到 了 约 
R, 无 须 添加 链 杆 。 分 析 结 点 水 平 位 移 , 在 DOF 结 点 处 分 别 添加 一 个 水 平 链 杆 , 如 图 12.3(b) 
所 示 ， 这 四 个 刚 结 点 的 水 平 位 移 也 将 被 约束 ， 从 而 四 个 结 点 的 所 有 位 移 都 被 约束 ， 添 加 的 


链 杆 数 为 2， 所 以 结构 存在 两 个 独立 的 结 点 水 平 线 位 移 。 
个 刚 结 点 ， 因 此 有 四 个 结 点 角 位 移 ， 总 的 位 移 法 基本 未 知 量 数 








如 图 12.3 所 示 结 构 有 四 
目 为 6 (4 个 角 位 移 ，2 个 线 位 移 )。 
А 4 E F 
Бен е? В 
o / 
Н 
| Е р 
| 
| 
| А 2 








„Ар (а) 


图 122 ”独立 结 点 线 位 移 123 ”附加 链 杆 法 
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位 移 法 的 杆 端 内 力 


(1) 运用 位 移 法 计算 超 静 定 结构 时 ， 需 要 将 结构 拆 成 单 杆 ， 单 杆 的 杆 端 约束 视 结 点 而 
定 ， 刚 结 点 视 为 固定 支 座 ， 贸 结 点 视 为 固定 匀 支 座 。 当 讨论 杆 件 的 弯 矩 与 前 力 时 ， 由 于 贸 
支 座 在 杆 轴线 方向 上 的 约束 力 只 产生 轴 力 ， 因 此 可 不 予 考虑 ， 从 而 铵 支 座 可 进一步 简化 为 
垂直 于 杆 轴线 的 可 动 匀 支 座 。 结 合 边界 支 座 的 形式 ， 位 移 法 的 单 杆 超 静 定 梁 有 三 种 形式 ， 
如 图 12.4 所 示 。 


А {4 z 1 Н 


(а) (b) (с) 
图 124 单 杆 超 静 定 梁 的 约束 形式 

(2) 位 移 法 规定 杆 端 弯 矩 顺 时 针 转 向 为 正 ， 逆 时 针 转 向 为 负 (对 于 结 点 就 变 成 逆 时 针 转 
向 为 正 )， 如 图 12.5 所 示 。 以 后 运用 位 移 法 进行 结构 内 力 分 析 时 ， 弯 矩 的 正 负 号 都 遵从 这 个 
规定 。 要 注意 的 是 ， 这 和 前 面 梁 的 内 力 计 算 中 规定 梁 弯 矩 下 侧 受 拉 为 正 是 不 一 样 的 ， 因 为 
对 于 整体 结构 来 说 ， 杆 件 不 仅仅 有 水 平 杆 件 所 还 有 竖 向 、 斜 向 杆 件 。 对 于 剪 力 、 轴 力 的 正 
负 规 定 ， 则 和 前 面 的 规定 保持 一 致 。 
Mat) Mui(+) 


图 12.5 ” 杆 端 弯 矩 的 正 负 号 规定 

(3) 位 移 法 的 杆 端 内 力主 要 是 剪 力 和 弯 和 矩 ? 由 于 位 移 法 下 的 单 杆 都 是 超 静 定 梁 ， 所 以 

不 仅 荷载 会 引起 杆 端 内 力 ， 杆 端 支 座位 移 也 会 引起 内 力 ， 这 些 杆 端 内 力 可 通过 查 表 12-1 获 

得 。 由 荷载 引起 的 弯 矩 称 为 固 端 弯 矩 ， 由 荷载 引起 的 剪 力 称 为 固 端 剪 力 。 表 中 的 丰 称 为 线 
刚度 ， 即 





























































































































式 中 ，E 一 一 杆 件 的 抗 弯 刚 度 ; 
/一 一 杆 长 。 
表 12-1 单 跨 超 静 定 梁 杆 端 弯 矩 和 杆 端 剪 力 表 


杆 端 弯 矩 


梁 的 简 图 





s12: [ 位 移 法 及 力矩 分 配 法 





续 表 








杆 端 剪 力 





梁 的 简 图 






чо # 


Fons Fasa 





























_Fab(l+b) 
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续 表 
序 ЕЛЯ ЖЕЕ 杆 端 前 力 
= 梁 的 简 图 = 
ЕЈ Mea Fons Fasa 
541 341 
1 8 8 
12 Е 0 
13 Е 0 
14 Е Е 
Въ 0 
15 ql 0 
-3M 3M 
t6 21 21 











12.2 位移 法 原理 | 





如 图 12.6(a) 所 示 超 静 定 刚 架 ， 在 荷载 作用 下 ， 其 变形 如 图 中 虚线 所 示 。 此 刚 架 没 有 结 
点 线 位 移 ， 只 有 刚 结 点 4 处 的 角 位 移 ， 记 为 04， 假 设 为 顺 时 针 转 动 。 

将 刚 架 拆 为 两 个 单 杆 。4B 杆 В 端 为 固定 支 座 ，4 端 为 刚 结 点 ， 视 为 固定 支 座 ， 所 以 
АВ 杆 为 两 端 固定 的 杆 件 ， 没 有 荷载 作用 ， 只 有 4 端 有 角 位 移 94， 如 图 12.6(b) 所 示 。4C HF 
C WEERLE, WIE FEART, A 端 为 刚 结 点 ， 视 为 固定 支 座 ， 所 
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以 AC EJ mE RH РЕА 177, A 端 同样 有 一 个 角 位 移 94， 
如 图 12.6(c) 所 示 。 





图 126 位移 法 原理 





直接 查 表 12-1， 写 出 各 杆 的 杆 端 弯 矩 表达 式 (人 
黎 ， 故 应 县 加 )。 





б], АС 杆 既 有 荷载 ， 又 有 结 点 角 位 


Msa = 2104 
Мав 4104 
Мдс=. 3104 — ы 
Mca=0 
以 上 各 杆 端 弯 矩 表达 式 中 均 含 有 未 知 量 94， 所 以 又 称 为 转角 位 移 方程 。 
为 了 求 出 位 移 未 知 量 ， 我 们 来 研究 结 点 4 的 平衡 ; 取 隔离 体 如 图 12.6(d) 所 示 。 
根据 > Mi =0 
Мав + Myac=0 
把 上 面 Мав, Мас АКА, 49 
4104 + 3104 二 ЕІ=0 

















解 得 


bj 
iina 
结果 为 正 ， 说 明 转 向 和 原来 假设 的 顺 时 针 方 向 一 致 。 
再 把 ;64 代 回 各 杆 端 弯 矩 式 ， 得 


Ma= FI ( 顺 时 针 、 右 侧 受 拉 ) 














Mao- 生怕 ( 顺 时 针 、 左 侧 受 拉 ) 
Me=-ÉFI ( 逆 时 针 、 上 侧 受 拉 ) 


Мас= 0 
Ена ТРН ЕКЕ И, Ар ЕН РЕН, 亦 可 作出 前 力图 、 轴 力图 , 如 图 12.7 所 示 。 
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图 127 刚 架 内 力图 
通过 以 上 叙述 可 知 ， 位 移 法 的 基本 思路 就 是 选取 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 ， 把 每 段 杆 件 








视 为 独立 的 单 跨 超 静 定 梁 ， 然 后 根据 其 位 移 以 及 荷载 写 出 各 杆 端 弯 矩 的 表达 式 ， 再 利用 静 


























力 平衡 条 件 求解 出 位 移 未 知 量 ， 进 而 求解 出 各 杆 端 弯 矩 。 
apso] 该 方法 正 是 采用 了 位 移 作 为 未 知 量 ， 故 名 为 位 移 法 。 而 力 法 则 以 多 余 
未 知 力 为 基本 未 知 量 ， 故 名 为 力 法 。 在 建立 方程 的 时 候 ， 位 移 法 是 根据 静 
ol 力 平衡 条 件 来 建立 ,而 力 法 则 是 根据 位 移 几何 条 件 来 建立 ， 这 是 两 个 方法 
【知识 链接 】 的 相互 对 应 之 处 。 











利用 位 移 法 求解 超 静 定 结构 的 一 般 步 又 如 下 。 

(1) 确定 基本 未 知 量 。 

(2) 将 结构 拆 成 单 杆 。 

(3) 查 表 12-1， 列 出 各 杆 端 转角 位 移 方程 。 

(4) 根据 平衡 条 件 建 立 平衡 方程 (一 般 对 有 转角 位 移 的 刚 结 点 取 力 矩 平 衡 方程 ， 有 结 点 
线 位 移 时 则 考虑 线 位 移 方向 的 静 力 平衡 方程 )。 

(5) 解 出 未 知 量 ， 求 出 杆 端 内 力 。 

(6) 作出 内 力图 。 

Z 
> 应 用 案例 12-1 

用 位 移 法 画 如 图 12.8(a) 所 示 连 续 梁 的 弯 算 ，F- 了 外 各 杆 刚度 EI 为 常数 。 

1 04 确定 基本 未 知 量 。 

此 连续 梁 只 有 一 个 刚 结 点 B， 转 角 位 移 个 数 为 1， 记 作 8s， 整 个 梁 无 线 位 黎 ， 因 此 ， 
а 点 角 位 移 gm。 


(2) 将 连续 梁 拆 成 两 个 单 杆 梁 ， 如 图 12.8(b)、(d) 所 示 。 
(3) 写 出 转角 位 移 方程 (两 杆 的 线 刚度 相等 ): 
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з: Ш r 3 2 
Мав = буз = бз qË 


al ПСИ 
Мы = 410+. Е1= 408+ qP 


Mgc = 3105- gr 





(e) FEA 


(г) HA 
图 12.8 ”应 用 案例 12-1 图 
(4) ЖЕ В ЕР, H), Ms 二 0 
MBit Mgc=0 
2 1 
Wat T 


105= -4P( 抽 号 说 明 06 道 时针 转 ) 
(5) 代入 转角 位 移 方程 ， 求 出 各 杆 的 杆 端 栖 抵 : 


3 7 23 2 

Мав =2i08-— ql = – gl 
AB В 16 © 112 
3 2_17 2 

Мв = 410в +— 4 =——~gl 
BA B 164 112 
1 2 17 2 

Мвс = 310в-— 4 = – — Г 
BC B 8 112 

Мєв=0 


(6) REIRET ERBI WY ЖМЕШ ЖЕШ. WHA, wE 12.8(е). (РТЖ. 
/ 
> 应 用 案例 12-2 

用 位 移 法 计算 如 图 12.9(a) 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 此 刚 架 的 内 力图 。 
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【 解 】(1) 确定 基本 未 知 量 。 
此 刚 架 有 BB、C 两 个 刚 结 点 ， 所 以 有 两 个 转角 位 移 ， 分 别 记 作 9s、0c. 
(2) 将 刚 架 拆 成 单 杆 ， 如 图 12.9(b) 所 示 。 





4 D 
(b) 


12.9 应 用 案例 12-2 
(3) 写 出 转角 位 移 方程 (各 杆 的 线 刚度 均 相等 )。 
Мав = 210в 
Mga = 410в 
Мвс= 4106 + 6с аР 
12 
Mcs = 2103 + 410с +E аР 
Мер = 410с 
Мьс= 21Өс 
Mcg = 310с 
(4) 考虑 刚 结 点 B、C 的 力矩 平衡 ， 建 立 平衡 方程 ， 如 图 12.9(b) 所 示 。 
由 > Mas=0 Msa + Мвс= 0 


即 8105 + өг. dgP=0 
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Mcs+ Мер + Мс = 0 


由 > Mc=0 
即 2i0g+ Nige+3 4Р= 0 
将 以 上 两 式 联 立 ， 解 得 两 未 知 量 为 
i= L gP 
в т0087 
іс -Š P Ос АЗАН) 


(5) 代入 转角 位 移 方程 求 出 各 杆 端 弯 矩 。 
Ма = 219,22. qP 


Мы = 4193= 26. аР 


504 

1 2_ 26 
Mgc= 4106 + 210с- — 4Р = т gh 
BC ібв + 41@с 12 5044 
I 95 „2 
Мев= 2106 + 410с+==4Ё= = 4 
св = 210в + 41@с 124 5044 

20 р 


Мер =400== — 
ср = бс 5044 





(с) 轴 力 图 
12.10 ”应 用 案例 12-2 内 力 





25] 














加 
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对 于 有 结 点 线 位 移 的 刚 架 来 说 ， 一 般 要 考虑 杆 端 前 力 ， 建 立 线 位 移 方向 的 静 力 平衡 方 
程 和 刚 结 点 处 的 力矩 平衡 方程 ， 才 能 解 出 未 知 量 ， 下 面 举例 说 明 。 


/ 
> 应 用 案例 12-3 
用 位 移 法 计算 如 图 12.11(a) 所 示 超 静 定 刚 架 ， 并 作出 弯 矩 














0 
а. р 
€ A 
E 
2 
% 
i 
= 
1 В 





(b) 
图 12.11 应 用 案例 12-3 图 


їйї п) 确定 基本 未 知 量 。 | 
此 刚 架 有 一 个 刚 结 点 C， 其 转角 位 移 记 从 8、 有 一 个 线 位 移 ， 记 作 4， 如 图 12.11(b) 所 示 。 

















ө (2) 将 刚 架 拆 成 单 杆 ， 如 图 12.12 所 示 。 
p GG) > 每 出 转角 位 移 方程 。 
У млс= 210-6 д Т ог 20-34-8 
сз 1 12 2 
дш Мо =419 01 л+ 1. 42=40-3л+8 
| Ө г 07 2 
/ Mcp=3i0=60 
A 3i 3 
/ Map=- 二 4=- 二 4 
о 4 
в 12i  ql_ 3,3,3 
Foac=-—0+——A+ 二 =-~0+ 二 A+12 
И Еа 2 о д 
图 12.12， 刚 架 拆 成 单 杆 图 EE EA 
Р 16 
(4) 考虑 刚 结 点 C 的 力矩 平衡 ， 如 图 12.13(a) 所 示 。 
由 > Mec =0， Mca+ Mcp=0 
即 100-34+8=0 
取 整 体 结构 ， 考 虑 水 平 力 的 平衡 ， 如 图 12.13(b) 所 示 。 
由 2,X=0， ql-Foac Fogn = 0 
即 30-154+12-0 


将 上 述 两 式 联 立 ， 解 得 
0=1.47 
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A=15.16 
(5) 代入 转角 位 移 方程 求 出 各 杆 端 弯 和 矩 。 
Mic=20-348=0 x 147-2 x 15.16-8)kN + m = 27.79KN * m 
Ма =40-3 4+8=0 х 147-3 х 15.61 + BKN * m= 8.820 * m 
Меь=60 = 6 х 1.47KN * m= 8.82 + m 
М=-24=-5 х 15.16kN • т = 11.37КМ • m 


(6) 作出 弯 矩 图 ， 如 图 12.13(c) 所 示 。 





C D 
С £ 
pe 3 
т 
Mos ы 

А В 

For Fow 

(a) (b) (с) 
图 12.13 ЖЛЕ 
【案例 点 评 】 


用 位 移 法 求解 超 静 定 结构 的 内 力 ， 先 确定 基本 未 知 量 ， 将 刚 架 拆 成 单 杆 ， 再 写 出 转角 
位 移 方程 ， 考 虑 刚 结 点 C| 的 力矩 平衡 及 整体 结构 (部 分 结构 ) 水 平 力 的 平衡 ， 求 出 基本 未 知 
量 ， 代 入 转角 位 移 方程 求 出 各 杆 端 弯 矩 ,} 委 据 杆 端 弯 矩 及 荷载 用 得 加 法 作出 弯 矩 图 。 














力矩 分 配 法 是 在 位 移 法 基础 上 发 展 起 来 的 一 种 数值 解法 ， 它 不 必 计 算 结 点 位 移 ， 也 
无 须 求解 联 立 方程 ， 可 以 直接 通过 代数 运算 得 到 杆 端 弯 矩 。 计 算 时 ， 逐 个 结 点 依次 进行 ， 
和 力 法 、 位 移 法 相 比 ， 计 算 过 程 较为 简单 直观 ， 和 。 力 盾 分 配 法 的 适 
里 对 象 是 连续 梁 和 无 结 点 线 位 移 刚 架 。 在 力 拢 分 配 法 中 ， 内 力 正 负 号 的 规定 同位 移 法 的 
规定 一 致 。 

首先 介绍 转动 刚度 的 概念 。 

杆 件 固 定 端 转动 单位 角 位 移 所 引起 的 力矩 称 为 该 杆 的 转动 刚度 (转动 刚度 也 可 定义 为 
使 杆 件 固定 端 转动 单位 角 位 移 所 需 施 加 的 力矩 )， 记 作 S。 其 中 转动 端 称 为 近 端 ， 另 一 端 称 
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为 远 端 。 等 截面 直 杆 的 转动 刚度 仅 与 远 端 约束 有 关 ， 根 据 表 12-1(i 为 线 刚度 ) 知 : 














远 端 固定 : S=4i 

Tm: S=3i 

远 端 双 滑动 支 座 : $=ї 

以 图 12.14(a) 所 示 单 结 点 刚 架 为 例 ， 说 明 力矩 分 配 法 的 基本 思路 。 


а МИМИ Е 






12.14… 单 结 点 刚 架 图 


在 荷载 作用 下 ， 刚 结 点 B 将 产生 一 个 转角 位 移 9， 同 时 还 将 传递 内 力 。 假 如 我 们 在 В 
点 人 为 增加 一 个 称 之 为 刚 臂 的 固定 约束 ， 这 样 ，B 结 点 不 能 发 生 转 动 ， 也 无 法 传递 内 力 ， 
我 们 把 这 一 状态 称 为 固定 状态 ， 如 图 12.14(b) 所 示 。 固 定 状态 下 ， 由 于 各 杆 被 约束 隔离 ， 
荷载 仅仅 对 直接 作用 的 杆 件 有 影响 ， 对 其 他 杆 件 无 影响 ， 因 此 可 以 独立 地 进行 研究 。 这 时 
候 ， 杆 件 的 杆 端 弯 矩 只 是 荷载 单独 引起 的 ， 称 为 固 端 弯 矩 ， 用 М 表示 ， 固 端 弯 矩 可 以 直 
接 查 表 12-1 得 到 。 в наь 弯 矩 如 图 12.14(c) 所 示 ( 该 例 的 BD 杆 无 荷载 作用 ， 所 以 
мь=0), IAA м: 为 






























































Ms= Mss + Mgc+ Msgp 
一 般 来 说 ， Ms 不 等 于 零 ， 称 为 结 点 不 平衡 力矩 。 

为 了 使 结构 受 力 状态 与 变形 状态 不 改变 , 现 放 松 转动 约束 ， 即 去 掉 刚 臂 ， 如 图 12.14(d) 
所 示 ， 我 们 把 这 个 状态 称 为 放松 状态 。 这 时 ， 结 点 B 将 产生 角 位 移 ， 并 在 各 杆 端 (包括 近 端 
和 远 端 ) 引 起 杆 端 弯 矩 ， 记 作 M'。 由 位 移 法 可 知 ， 杆 端 最 终 (实际 ) 弯 矩 由 荷载 下 的 固 端 弯 矩 
与 位 移 下 的 弯 矩 两 部 分 组 成 ， 如 果 求 出 了 放松 状态 下 的 各 杆 端 位 移 弯 矩 ， 则 固 端 弯 矩 与 位 
移 弯 矩 的 代数 和 就 是 最 终 杆 端 弯 矩 ， 据 此 就 可 以 绘制 弯 矩 图 。 下 面 通过 位 移 法 来 讨论 如 何 
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根据 不 平衡 力矩 计算 各 杆 端 位 移 弯 矩 。 将 刚 架 拆 成 单 杆 ， 如 医 
PEA 近 端 位 移 弯 矩 的 计算 


刚 架 只 有 一 个 刚 结 
转动 刚度 Spa = 41. 











12.14(d) 所 示 。 





зі. ВЮ 杆 的 В 端 是 近 端 ，D 端 是 远 端 ， 远 端 为 双 滑动 支 座 ， 转 动 刚度 Sgp = ie 


写 出 各 杆 近 端 (3 端 ) 的 杆 端 弯 矩 表达 式 : 
Мв =М,,+М°,=410 +ME,= Sg40 +М', 
Мвс= М,„+М.= 310 + МЕ.= Sech + МЕ. 
Мво=М,+М,=10 +М},= 500 + MY, 
к __3Р1 


式 中 ， Mb- 和 Mi=- М}=0. 
WAR, FEREN SEA 
M4 = Sg4a0 
M c= 5всб 
M= S250 


由 8B8 结 点 的 力矩 平衡 条 件 >,M= 0[ 图 "12:14(e)]， 得 

Мвл.+ Мвс + Мвр = 0 
即 

Sp40 + ME + SgcO +М'.+530-+МҮ,=0 
解 得 未 知 量 9 为 
(ем -мМ ЕМ) (Ом) 
Sit Se Уа XS 

将 解 得 的 未 知 量 代入 杆 近 端 位 移 弯 矩 的 表达 式 ， 得 


M2 = SB40 м) 
Msc= "ч б (-> М») 
е СУМ») 


feu, Bp 


@= 








= Sgp0 = se 


上 式 中 括号 前 的 系数 称 为 分 配 系数 ， 














点 В, 对 于 АВ 杆 而 言 ，B 端 为 近 端 ，4 端 为 远 端 ， 远 端 为 固定 支 座 ， 
同 理 BC 杆 的 B 端 是 近 端 ，C 端 是 远 端 ， 远 端 为 匀 支 座 ， 转 动 刚度 Sgc = 











根据 位 移 法 
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分 配 系数 的 表达 式 可 知 ， 一 个 杆 件 的 杆 端 分 配 系数 等 于 自身 杆 端 转动 刚度 除 以 杆 端 
结 点 所 连 各 杆 的 杆 端 转动 刚度 之 和 。 显 然 ， 

Ивл + Hpc+ Hpp= 1 
此 可 知 , 一 个 结 点 所 连 各 杆 的 近 端 杆 端 位 移 弯 矩 总 和 在 数值 上 等 于 结 点 不 平衡 力矩 ， 
但 符号 相反 ， 即 


Mat Miet Mi (TM) (TM) (EM) 









































=(-2,M;) 
而 各 杆 的 近 端 位 移 弯 矩 是 将 不 平衡 力矩 变 号 后 按 比例 分 配 得 到 的 。 
12442 远 端 位 移 弯 矩 的 计算 Ж. 


近 端 杆 端 位 移 弯 矩 可 通过 固 端 弯 矩 按 比例 分 配 得 到 ， 而 远 端 位 移 弯 矩 则 可 通过 近 端 位 
BEHE i 





Mu À- 
м 
即 К 
Mya= CM 
式 中 ，C- 一 传递 系数 。 如 果 得 到 传递 系数 ， 则 远 端 位 移 弯 乍 可 通过 近 端 位 移 弯 矩 得 到 。 
由 表 12-1 知 : A | 
当 远 端 为 固定 支 座 时 [图 12.15(а)): 
Ma .2i\ My 
= С 
Є М 4 2 
即 传递 系数 : 全 CE1/2 
同 理 ， 当 远 端 为 匀 支 座 时 [图 12.15(b)]: 
6-1 В 
6-1 А =” _ 
akoe, —— “==. 
Мы 4i Mi 21 Мы 3i И. 0 M' =i MaF -i 
(a) (b) (с) 
图 12.15 传递 系数 图 
传递 系数 : 
С=0 
当 远 端 为 双 滑动 支 座 时 [图 12.15(с)]: 
传递 系数 : 
C=-1 
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将 前 述 转动 刚度 与 传递 系数 归纳 进行 汇总 ， 得 表 12-2. 
表 12-2 ”转动 刚度 与 传递 系数 表 






转动 刚度 S 传递 系数 C 



































远 端 自由 




















由 以 上 讨论 可 知 ， 力 矩 分 配 法 的 思想 就 是 首先 将 刚 结 点 锁定 ， 得 到 荷载 单独 作用 下 的 
杆 端 弯 矩 ， 然 后 任 取 一 个 结 点 作为 起 始 结 点 ， 计 算 其 不 平衡 力矩 。, 接 着 放松 该 结 点 ， 人 允许 
产生 角 位 移 ， 并 依据 平衡 条 件 ， 通 过 分 配 不 平衡 力矩 得 到 位 移 引 起 的 杆 近 端 弯 逢 ， 再 由 杆 
近 端 位 移 弯 矩 传 递 得 到 杆 远 端 位 移 弯 矩 。 该 结 点 的 计算 结束 后 ，、 仍 将 其 锁定 ， 再 换 一 个 刚 
点 ， 重 复 上 述 计算 过 程 ， 直 至 计算 结束 。 由 于 力矩 分 配 法 属于 逐次 逼近 法 ， 因 此 计算 可 
能 不 止 一 个 轮 次 (所 有 结 点 计算 一 遍 称 为 一 个 轮 次 )7 当 误差 在 允许 范围 内 时 即 可 停止 计算 。 
最 后 将 各 结 点 的 固 端 弯 矩 与 位 移 弯 矩 代数 相 加 ， 得 到 最 终 杆 端 弯 矩 ， 据 此 绘制 弯 矩 图 。 




































力矩 分 配 法 的 计算 步骤 如 下 。 
(1) женене, 查 表 12-1 GERA HE УЕ. 
(2) 计算 各 杆 的 线 刚 度 i = 一 - 、 转 动 刚度 8$， 确 定 刚 结 点 处 各 杆 的 分 配 系数 pk， 并 用 结 


点 处 总 分 配 系数 为 1 жишш. 
(3) 计算 刚 结 点 处 的 不 平衡 力矩 >,M ， 将 结 点 不 平衡 力矩 变 号 分 配 得 近 端 位 移 弯 矩 。 

远 端 约束 条 件 确 定 传递 系数 C， 计 算 远 端 位 移 弯 托 。 
环 进行 分 配 、 传 递 计算 ， 当 误差 在 允 
后 将 各 杆 端的 固 端 弯 矩 与 位 移 弯 矩 进行 代数 相 加 ， 得 出 最 后 的 杆 * 
(6) 根据 最 终 杆 端 弯 矩 值 及 位 移 法 下 的 弯 矩 正 负 号 规定 绘制 弯 写 图 。 


/ 
> 应 用 案例 12-4 


用 力矩 分 配 法 求 如 图 12.16(a) 所 示 两 跨 连 续 梁 的 弯 和 矩 
【 解 】 该 梁 只 有 一 个 刚 结 点 B. 
а) 查 表 求 出 各 杆 端的 固 端 计算。 









用 内 时 ， 终 止 计算 ， 然 


Fo 


























A 
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AM- 人 * m=-60kN • m 
ЕТ 120х4 





Е 
Мык = 


z КМ • т = 60kN • m 








(Б) M 图 /((KN + т) 


图 ;12.16 ”应 用 案例 12-4 


(2) 计算 各 杆 的 线 刚度 、 和 转动 刚 度 与 分 配 系数 。 
线 刚度 : 





转动 刚度 : 


分 配 系数 : 


(3) 通过 列表 方式 计算 分 配 弯 矩 与 传递 弯 矩 ， 见 表 12-3. 
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12: [ 位 移 法 及 力矩 分 配 法 





表 12-3 应 用 案例 12-4 Ж 






кро 











ЖАЙЧУ ЯН 


将 固 端 弯 矩 和 分 配 系数 填 入 表 中 ， 然 后 根据 表 中 数据 进行 计算 。 
B 结 点 不 平衡 力矩: 
MI=ME, + М'.= (60 - 30)kN • m=30kN • т 
М, = ива х Мв) = 0.4 х (-30)КМ • т = 12 • m 
Мус= ивс х (Мв) = 0.6 х (-30)КМ * т = -18КМ • т 





(4) Фл, НБ АР Е, ТЕРЕ wA 12.16(b) 所 示 。 











> 应 用 案例 12-5 


用 力矩 分 配 法 求 如 图 12.17(a) 所 示 匹 结 点 线 位 移 刚 架 的 壮 矩 图 。 
20kN/m SOkNI 





4m 


4m 2m 





(a) 
图 12.17 应 用 案例 12-5 图 
RIO 确定 刚 结 点 B 处 各 杆 的 分 配 系 数 。 


5м=3х1=3 
Sgc=4x1=4 
Shp=0 


这 里 BD 杆 为 近 端 固定 ， 远 端 自由 ， 属 于 静 定 结构 ， 转 动 刚度 为 0， 则 分 配 系数 为 
3 
Шва == = 0.429 
3+4 


4 
= 一 一 一 0.571 
Авс 344 


Asp=0 
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(2) 计算 固 端 弯 矩 。 





мк, -IL 20x4 |N *т=40КМ*+т 
”8 8 
Msp=-Fl=-50x2kKN* т =-100kN • m 
MSsc=0 


(3) 力矩 分 配 计算 见 表 12-4. 


表 12-4 应 用 案例 12-5 表 











“БШ 
分 配 系数 

ПЕП 
分 配 传递 计算 
ЕТ 


















显然 ， 刚 结 点 满足 结 点 力矩 平 衡 条 件 : ун} ЛЕЕ АО 12.1706). 








/ 
2> 应 用 案例 12-6 
用 力矩 分 配 法 求 如 图 12.18(a) 所 示 三 跨 连 续 梁 的 弯 矩 图 ，E1 为 常数 。 


100kN 

















15kN/mr 15kN/m 





D 








(b) M 图 /kN • m) 


图 12.18 ”应 用 案例 12-6 图 
【和 解 】(1) 计算 各 杆 端的 固 端 弯 矩 。 








*=-Ф_ -15x8 IN.m=-80kN.m 
12 12 

С Зх а, ар 
“о 12 

м'.=- Е. -10056 1N .m=-75kN + m 
8 8 
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ME 75КМ m 
мь=-@_—-155*® у. m=-120kN + а 
8 8 
м®.=0 
(2) 确定 各 刚 结 点 处 各 杆 的 分 配 系数 ， 为 了 计算 简便 ， 可 令 E=. 
B 结 点 处 : 
1 1 
Sam tima 
i2 
Sec=4ipc=4x 二 = 二 
ВС 1BC 6 3 
1 
Hea =7 = 0.429 
二 十 
23 
2 
шс= 5 = 0.571 
Diz 
э N 
C 结 点 处 
1 2 
SEE4pr=4x 二 = 二 
СВ IBC 6 АЗ 
; ХУ 
$ср = Зіср = 3 СЫ 
2 
Aa 
Исв 7 3 0.64 
3 8 
3 
三 三 和 -= 
Acp 7 3 0.36 
2,3 
3 8 














(3) 将 分 配 系数 和 固 端 弯 矩 填 入 计算 表 中 。 首先 计算 C 结 点 ，C 结 点 的 不 平衡 力矩 为 


-45KN。m， 放 松 C 结 点 ， 将 不 平衡 力矩 变 号 分 配 并 进行 传递 ，C 结 点 暂时 处 于 平衡 状态 
然后 锁定 Сак. ВЖИ ВАК, ВЕКАТ РЕЛЕ ТЕЖЕ, ИНСА 
传递 过 来 的 位 移 弯 矩 ， 所 以 В 结 点 处 的 不 平衡 力矩 为 


(80-75 + 14.4)КМ • m = 19.4kN • m 
放松 B 结 点 ， 将 不 平衡 力矩 变 号 分 配 并 进行 传递 ，B 结 点 暂时 处 于 平衡 状态 ， 然 后 锁 


定 妃 结 点 。 第 一 轮 计算 完成 。 


原来 C 结 点 处 于 平衡 状态 ,但 是 现在 B 结 点 处 传 来 一 个 传递 弯 矩 ， 形 成 一 个 新 的 不 平 


衡 力矩 ， 所 以 必须 开始 新 一 轮 计算 。 


第 二 轮 计算 结束 后 ， 如 果 新 的 不 平衡 力矩 值 很 小 ， 在 允许 误差 范围 内 ， 则 可 以 停止 计 
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Я; 否则 应 继续 下 一 轮 计算 。 
停止 分 配 、 传 递 计算 后 ， 将 杆 端 所 有 固 端 弯 矩 、 分 配 弯 矩 、 传 递 弯 矩 ( 即 表 中 同一 列 的 
弯 矩 值 ) 代 数 相 加 ， 得 到 杆 端 最 终 弯 矩 ， 见 表 12-5. 


表 12-5 应 用 案例 12-6 R 






分 配 系数 


















її] Н 0 
28.8 162 一 0 
-4.16 一 -8.32 = -和 4 
= 1355 19 一 0 
-038 一 -0.76 > -0.51 
分 配 传递 计算 


0.17 == 0.33 0.18 а= 0 
0.04 一 -0.07 






杆 端 弯 矩 -84.58 

















З АЕ АГА) ДЕ У E 12.18(b) 所 示 。 显 然 ， 刚 结 点 B 满足 结 点 力 











矩 平衡 条 件 : Ms = 0; 刚 结 点 忆 也 满足 结 点 力矩 平衡 条 件 :、 Mc =0. 
【案例 点 评 】 
对 于 多 个 分 配 结 点 的 计算 ， 要 注意 计算 顺序 ”一 般 先 从 结 点 不 平衡 力矩 大 的 结 点 开始 
分 配 ， 这 样 可 加 快 收敛 速度 . 
/ 
全 应 用 案例 12-7 
用 力矩 分 配 法 求 如 图 12.19(a) 所 示 连 续 梁 的 弯 矩 图 ，E7 为 常数 . 


q=8KN/m F-10kN q=8KN/m F=10kN 
| M=20kN ， 
Е EI EI EI 





6m 6m 2m la 6m shs 6m ы 
А В С р А B С 
(а) (b) 





12.19 ”应 用 案例 12-7 图 
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【 解 〗 为 了 计算 简便 ， 可 以 在 C ЖЖҖЯ ЕЛ ЖЛ АИЛ, БЇ СР 为 静 定 结构 ， 
其 内 力 由 平衡 条 件 即 可 求 得 ,可 按 巧 辟 梁 进行 计算 . 妃 力 的 作用 根据 等 效 原 理 简化 到 C 点 ， 
为 一 个 力 和 一 个 力 偶 ， 力 直接 作用 在 支 座 上 ， 不 引起 弯 矩 ， 只 需 考虑 集中 力 偶 M， 视 其 为 
荷载 ， 如 图 12.19(b) 所 示 ， 如 此 就 只 需 根据 简化 后 的 单 结 点 连续 梁 进 行 计算 即 可 。 

(1) жЕ. 

м'=0 
мі,= 856 М е m=36kN + т 
е 
2 


М?,= М= 200 • т 
(2) 确定 刚 结 点 处 各 杆 的 分 配 系 数 。 
ЗЕ _1 


Sea = 3i 6 == 





= 0.5 





T 1 

25 

(3) ЛЕ, ЕЕ ЗЕ Лк Й,Ж 12-6. 显然 ， 刚 结 点 B、C 均 满 足 结 点 
力矩 平衡 条 件 ,》 弯 和 矩 图 如 图 12.19(c) 所 示 。 


表 12-6 应 用 案例 12-7 表 












ЛАЖ 
HE 0 














【案例 es 
注意 连续 梁 伸 出 端的 处 理 方法 ， 可 以 减少 分 配 结 点 ， 大 大 减少 计算 工作 量 。 


@ 小 ж 0) 


位 移 法 以 结 点 位 移 作为 基本 未 知 量 ， 根 据 静 力 平衡 条 件 求解 基本 未 知 量 。 计 算 时 将 整 
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Маж, ӨЛЯ ЁЛ ИННА AE, AHAT D 4E h АЗ ЖЕ е4 6 6 
ARNAR, Л Г Ж 12-1 获得 ,根据 查 表 结果 写 出 含有 基本 未 知 量 
的 转角 位 移 方程 ， 接 着 根据 静 力 平衡 条 件 求解 基本 未 知 量 ， 将 解 得 的 基本 未 知 量 代入 转角 
位 移 方程 就 得 到 了 杆 端 膏 和 矩 。 最 后 绘制 这 矩 图 ， 同 时 根据 弯 矩 图 及 静 力 平衡 条 件 可 计算 前 
力 、 轴 力 ， 并 绘制 前 力图 与 轴 力 图 。 
在 运用 位 移 法 进行 计算 和 绘制 这 和 矩 图 时 ， 应 注意 位 移 法 的 谊 珑 正 负 号 规定 : PHRA 
矩 顺 时 针 为 正 ， 结 点 处 逆 时 针 为 正 。 
位 移 法 基本 未 知 量 个 数 的 判定 : 角 位 移 个 数 等 于 结构 的 刚 结 点 个 数 ; 独立 结 点 线 位 移 
个 数 等 于 限制 所 有 结 点 线 位 移 所 需 添加 的 链 杆 数 。 
力矩 分 配 法 是 建立 在 位 移 法 基础 上 的 一 种 数值 逼近 法 ， 不 需要 求解 未 知 量 。 对 于 单 结 
点 结构 ， 计 算 结 果 是 精确 结果 ; 对 于 两 个 及 以 上 结 点 的 结构 ， 力 矩 分 配 法 是 一 种 近似 计算 
方法 ， 但 其 误差 是 收敛 的 ， 换 句 话说， 即 可 以 循环 计算 直至 误差 在 允许 范围 内 
力矩 分 配 法 的 计算 步骤 如 下 。 
(Т) 将 各 刚 结 点 看 作 是 锁定 的 (即将 结构 拆 成 单 杆 ji- 查 表 12-1 得 到 各 杆 的 固 端 弯 算 。 
O 计算 名 村 的 线 刚度 i =  、 转 动 刚度 Si 确定 刚 结 点 处 各 杆 的 分 配 系数 4 并 用 结 
点 处 总 分 配 系数 为 1 进行 验算 。 
(3) 计算 刚 结 点 处 的 不 平衡 力矩 M1 将 结 点 不 平衡 力 算 变 号 分 配 得 近 端 位 移 训 算 
(4) 根据 远 端 约 束 条 件 确定 传递 系数 C， 计 算 远 端 位 移 畜 矩 ， 见 表 12-7. 
(5) 依次 对 各 结 点 循环 进行 分 配 、 传 递 计算 ， 当 误差 在 允许 范围 内 时 ， 终 止 计算 ， 然 
后 将 各 杆 端的 固 端 弯 短 与 位 移 弯 和 矩 进行 代数 相 加 ， 得 出 最 后 的 杆 端 弯 憩 。 
(6) ЕИН АДВ ТЕЙ ЯНЕ. 
#127 ”转动 刚度 与 传递 系数 表 
转动 刚度 S 传递 系数 C 





























定 、 远 端 双 滑 动 
、 远 端 自 由 




















Ca zg) 
[=] М 
【资料 阅读 】 


(1) 位 移 法 的 基本 未 知 量 是 什么 ”如 何 确定 其 数目 ? 
(2) 杆 端 谊 和 矩 的 正 负 号 是 如 何 规定 的 ? 

(3) 位 移 法 求解 未 知 量 的 方程 是 如 何 建立 的 ? 

(4) 力矩 分 配 法 的 适用 条 件 是 什么 ? 

(5) 如 何 确定 杆 端 转动 刚度 S? 
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(6) 如 何 计算 分 配 系数 /1? 
(7) 如 何 确 定 传 递 系数 C? 
(8) 什么 是 结 点 不 平衡 力矩 ?分配 时 应 如 何 处 理 不 平衡 力矩 ? 


бэ aD 


一 、 填 空 题 


(1) 是 以 结 点 位 移 作 为 基本 未 知 量 ， 求 解 超 静 定 结 构 的 方法 。 
(2) 位 移 法 以 结 点 位 移 作 为 基本 未 知 量 ， 结 点 位 移 包 括 结 点 和 
(3) 结 点 角 位 移 等 于 
(4) 力矩 分 配 法 适用 于 计算 和 的 内 力 。 
(5) 杆 端 的 转动 刚度 表示 了 杆 端 抵抗 转动 变形 的 能 力 , ` 它 与 杆 件 的 和 
有 关 ; 而 与 杆 件 的 Ж. 
(6) ФА ЕН Ф ВИЕ FIRA Е EIRA 
二 、 单 选 题 
(1) 传递 系数 等 于 远 端 传递 这 和 天 和 近 端 分 配 这 和 天 之 比 。 当 远 端 为 固定 端 时 ， 传 递 系数 
等 于 ( ”); Ша, RAKETO O) 
A. 1 В. 0.5 С. 2 р. 0 
(2) 杆 端 的 转动 刚度 表示 了 杆 端 抵抗 转动 变形 的 能 为 ， 当 杆 件 的 线 刚度 为 i， 若 远 端 支 
承 为 固定 端 时 ， 杆 端的 转动 刚度 等 于 ( ”); 若 远 端 支承 为 滑动 支承 时 ， 杆 端的 转动 刚度 
等 于 ( ). 
А. Зі В. 0 С. 4i р. 3 
(3) ЖБО “”) 方 向 转动 为 负 . 
A， 绕 结 点 逆 时 针 绕 杆 端 逆 时 针 
С. 绕 杆 端 顺 时 针 D.， 绕 结 点 顺 时 针 
(4) BREE 。”) 方 向 转动 为 正 。 





w 





А. 绕 结 点 逆 时 针 B. 绕 杆 端 闻 时针 
С. 绕 杆 端 顺 时 针 D. 绕 结 点 顺 时 针 
三 、 判 断 题 

(1) АЈ А ЕЗБЕ. АЕ Е БЕ ДАЛО ИЧЕ Б, 
( ) 
(2) Т ЕУ ВЕ. © ) 
G) 传递 系数 随 远 端的 支承 情况 的 不 同 而 不 同 ， 若 远 端 国定 ，C = 0.5. ©) 
(4) 一 等 截面 直 杆 的 线 刚 度 为 RADE S, Ж 5048 Ж, MARAR AA 
转动 刚度 为 3i。 р; 


(5) 力 珑 分 配 法 无 须 解 联 立 方程 就 可 以 直接 计算 杆 端 弯 矩 ， 适 合 求 连续 梁 和 无 侧 移 刚 
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架 的 内 力 计 算 。 ¢ J 
(6) 力矩 分 配 法 中 规定 杆 端 谊 矩 顺 时 针 方向 为 正 。 C j 
(7) 只 能 以 结 点 角 位 移 作 为 基本 未 知 量 ， 求 解 超 静 定 结构 的 方法 称 位 移 法 。 (  ) 
(8) 力矩 分 配 法 可 求解 任意 超 静 定 结构 。 ( ) 
四 、 主 观 题 
(1) 确定 如 图 12.20 所 示 超 静 定 结构 的 位 移 法 基本 未 知 量 。 

ДЕР ЖЕЕ" "ЖШШЕ" 
(b) 
(4) 
(е) (0 
(e) (h) 
@) 0 

















图 12.20 ”主观 题 (1) 图 
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(2) 用 位 移 法 求 如 图 12.21 ATRE, EI 为 常数 。 
F=16KN олку 








1 1 т Шер 8m -| ёт.) 


(b) 
图 12.21 ”主观 题 (2) 图 


(3) 用 位 移 法 绘制 如 图 12.22 RRR i Y HER. 
| 


а 
251 


30kN/m 
2.5kN/m 





4m 





4m 2m 2m 





10kN/m 








图 12.22 ”主观 题 (3) 图 


(4) 试用 力矩 分 配 法 计算 如 图 12.23 АЕ Ж, КЫА, ЕГН) Ж. 
ү g=20kN/m 


4 
æ El B EI G 
бт 3т_|3т_|_ бт 


Беш -| 
(b) 


(a) 











图 1223 ”主观 题 (4) 图 
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40KN 
g=20kN/m 


CH 
ТҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮ 


р 








|+ бт “тт. бт - 2m| 4m 8m 3m | 3m 
(с) 


с (4) 








图 12.23 ”主观 题 (4) 图 ( 续 ) 


(5) 试用 力矩 分 配 法 计算 如 图 12.24 ATERRAR, ЕН, EHARA. 
M=100kN • m 


6m 





2m 4m 


(a) 





10kN/m 





6m 





AN 5т бт бт 


(с) (4) 





313:8 ш &® 





掌握 影响 线 的 概念 ， 理 解 影响 线 的 绘制 方法 , 能 熟练 绘制 静 定 梁 的 影响 线 ， 能 应 用 影 
响 线 讨论 荷载 的 不 利 位 置 。 








所 占 比重 













影响 线 的 概念 、 移 动 荷载 、 量 值 СЕ 
(1) 能 应 用 殉 力 平衡 条 件 
(2) 能 建立 量 值 关 于 移动 荷载 位 置 的 函数 关 25% 
系 ,并 作 影 响 线 图 
能 根据 约束 条 件 判断 杆 件 的 刚体 位 移 , 并 作 影 
响 线 图 

熟练 地 根据 约束 条 件 判断 杆 件 的 弹性 位 移 , 并 
作 影 响 线 图 形 


静 力 法 绘制 静 定 结构 的 影响 线 、 静 力 平衡 
条 件 














岂 静 害 梁 的 影响 线 、 虚 位 移 原 
束 的 约束 条 件 
连续 梁 的 影响 线 、 各 类 约束 的 


20% 


















机 动 法 绘 
约束 条 件 
单个 集中 力 、 一 组 已 知 间距 的 集中 力 、 定 
长 与 不 定 长 均 布线 荷载 、 确定 移动 荷载 的 
不 利 位 置 

绝对 最 大 弯 矩 与 包 络 图 的 概念 








(1) 能 确定 各 种 荷载 的 不 利 位 置 


(2) 能 应 用 影响 线 求 量 值 13% 








了 解 绝对 最 大 弯 甜 与 包 络 图 的 概念 
































影响 线 的 概念 、 静 力 法 和 机 动 法 绘制 影响 线 、 应 用 影响 线 计算 移动 荷载 作用 下 的 最 大 
量 值 。 








A 
A 
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“Ма, 生活 知识 提 点 
杂技 表演 时 ， 演 员 在 钢丝 上 行走 ， 我 们 清楚 地 看 到 演员 行走 到 不 同 的 位 置 ， 钢 丝 受 到 
的 力 是 不 同 的 。 演 员 行 走 与 钢丝 受 力 之 间 存 在 怎样 的 关系 呢 ? 


A вй 

工程 中 经 常会 碰 到 荷载 位 置 变动 的 情况 ， 如 吊车 梁 上 行驶 的 吊车 对 梁 的 作用 、 桥 梁 上 
的 车 辆 荷载 等 ， 这 些 荷载 对 梁 的 作用 不 同 于 荷载 位 置 不 变 的 情况 ， 由 于 荷载 位 置 在 不 断 的 
变化 ， 其 内 力 、 变 形 等 也 是 变化 的 ， 这 就 需要 讨论 内 力 、 应 力 、 变 形 等 量 值 的 变化 规律 。 


13.1 影响 线 的 概念 


桥梁 上 行驶 的 火车 、 汽 车 入 活动 的 人 群 ， 吊 车 梁 上 行驶 的 吊车 ， 等 等， 
回 表 党 回 必 ”这 类 作用 位 置 经 常 变动 的 荷载 称 为 移动 荷载 。 常 见 的 移动 荷 裁 有 : 单个 集 
т ЧЕЛ), ТЇШЕР ЛЕ ЭОЗИН ЕА 
E B, ЖИГИ НЕЛЕ ЕЖЕНИН ДИТ А РНЕ КНТ 67 
【参考 图 文 】 荷载 以 及 均 布 荷载 作用 的 情形 。 
对 于 工程 计算 中 的 答 种 物理 量 和 几何 量 ， 我 们 统称 为 量 值 ， 记 作 Z. 
由 于 移动 荷 裁 的 作用 位 置 是 变化 的 ， 使 得 结 攀 的 支 座 反 力 、 截 面 内 力 、 应 力 、 变 形 等 
也 是 变化 的 。 困 此， 在 移动 荷载 作用 下 ， 我 们 不 仅 要 了 解 结构 不 同 部 位 处 量 值 的 变化 规律 ， 
还 要 了 解 结构 问 关 点 处 的 量 值 随 荷载 位 置 变 化 而 变化 的 规律 ， 以 便 找 出 可 能 发 生 的 最 大 内 
力 是 多 少 ， 发 生 的 位 置 在 哪里 ， 此 时 荷载 位 置 又 怎样 ， 从 而 保证 结构 的 安全 设计 和 施工 。 
量 值 随 荷 裁 位 置 变化 而 变化 的 规律 用 一 个 图 像 来 表示 时 ， 该 图 像 就 称 为 量 值 的 影响 线 ， 即 
反映 结构 内 力 、 反 力 等 量 值 随 荷 裁 位 置 变化 而 变化 的 规律 图 像 称 为 影响 线 。 由 于 工程 中 的 
量 值 与 荷 裁 时 线性 关系 ， 因 此 讨论 影响 线 时 ， 通 常 取 大 小 为 1 的 单位 荷载 来 进行 研究 。 
绘制 影响 线 时 ， 用 水 平 轴 表示 茶 载 的 作用 位 置 ， 纵 轴 表 示 量 值 的 大 小 ， 正 量 值 画 在 水 
平 轴 的 上 方 ， 负 量 什 画 在 水 平 轴 的 下 方 。 


к) 



































13.2 上 静 力 法 作 单 跨 静 定 梁 的 影响 线 











利用 静 力 平衡 条 件 建立 量 值 关 于 荷载 作用 位 置 的 函数 关系 ， 进 而 绘制 该 量 值 影响 线 的 
方法 称 为 静 力 法 。 
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#132 








图 13.1(a) 所 示 的 简 支 粱 ， 作 用 有 单位 移动 荷载 Po = 1. WA 点 为 坐标 
荷载 作用 点 的 横 坐 标 ， 下 面 分 析 4 支 座 反 力 Fw 随 移动 荷载 作用 点 坐标 x 






































原点 ， 以 x 表示 
的 变化 而 变化 的 








规律 ， 亦 即 根据 静 力 平衡 条 件 建立 4 支 座 的 反 力 Fy ATEAREN AA 
假设 支 座 反 力 向 上 为 正 。 





(b) 
所 ,影响 线 


ss 


(с) 
万 ,影响 线 
1131 简 支 梁 支 反 力 影响 线 
(1) 当 0<x<1 时 ,根据 平衡 条 件 Ум = 0, 8 
-Fy * l+ Е NN х) = 0 


解 得 

上 式 表 示 Fy 关于 荷载 位 置 坐标 x 的 变化 规律 ， 是 一 个 直线 函数 关系 ， 
Fa 的 影响 线 ， 如 图 13.1(b) 所 示 。 

【点 评 】 


从 以 上 可 以 看 出 : 
荷载 作用 在 4 点 时 ， 即 x=0 时 ，Fw=1。 
荷载 作用 在 B 点 时 ， 即 x=1 时 ，F,=0。 

















显然 ， 当 x=0 时 ，Fw 达 到 最 大 ， 所 以 ，4 点 是 Fa 的 荷载 最 不 利 位 置 。 


FEP, Fy 的 值 在 0 和 Т 之 间 变 动 。 
В 52) а 的 影响 线 也 可 由 静 力 平衡 条 件 得 到 。 
(2) 当 0<x 和 /时 ， 根 据 平衡 条 件 > Mi = 0， 得 
Fl- Бу*х=0 























Ж 
= 


LER x 的 函数 式 ， 


由 此 可 以 作出 


在 荷载 移动 过 
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上 式 表示 Fs, 关于 荷载 位 置 坐 标 x 的 变化 规律 ， 也 是 一 个 直线 函数 关系 ， 由 此 可 以 作 
出 Fa 的 影响 线 ， 如 图 13.1(o) 所 示 。 

【点 评 】 

从 上 可 以 看 出 : 

荷载 作用 在 4 点 时 ， 即 x=0 时 ，Fs,=0。 

荷载 作用 在 В 点 时 ， 即 x=1 时 ，Fp,= 1。 

显然 ， 当 x=1 时 ，Fs, 达 到 最 大 值 ， 所 以 ，B 点 是 Fg, 的 荷载 最 不 利 位 置 。 在 荷载 移动 
过 程 中 ，F5s, 的 值 在 0 和 1 之 间 变 动 。 
ALO ”知识 链接 
平衡 方程 的 建立 ， 支 座 反 力 的 计算 。 
下 面 讨论 简 支 梁 在 移动 荷载 作用 下 ，C 截面 内 力 的 影响 线 。 在 研究 内 力 影响 线 时 ， 前 
力 正 负 号 规定 和 谊 和 天正 负 号 规定 仍然 和 以 前 相同 。 

如 图 13.2(a) 所 示 梁 ， 前 已 求 得 两 支 座 反 力 的 影响 线 为 






























































1 一 
Fy 9 = 
下 By 二 5 
yA |А 
(а) A B 
b 
F, А хра -| F, 

1 
+ >| 
| ab 1 
| T | 
(b) 1 1 
| MAER | 
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132 简 支 梁 内 影响 线 
先 讨 论 C 截面 的 弯 矩 影响 线 。 当 单位 力 玉 在 梁 上 移动 时 ，C 截面 弯 和 矩 也 随 之 变化 ， 根 
据 截 面 法 可 以 得 知 : 
Ш ЕЖ АСВ ЕВН, Ш 0<х<а 时 ， 可 得 
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Ме= Ев, * ь-* 


X ЕЛЕ CB 段 上 移动 时 ， 即 当 a<x<<1 时 ， 可 得 


Ме=Е,, • а 


а= 





Mc 的 影响 线 在 4C 段 和 CB 段 上 都 为 斜 直线 ， 其 医 








Е 











» 13= 





13.2(b) 所 示 。 


下 面 讨论 C 截面 的 剪 力 影响 线 。 当 单位 力 书 在 粱 上 移动 时 ，C 截面 前 力也 随 之 变化 ， 


根据 截面 法 可 以 得 知 : 
当 F 在 4C 段 上 移动 时 ， 即 当 0<x<a 时 ， 可 得 
Foc= -Fm= -7 
当 F 在 CB 段 上 移动 时 ， 即 当 a<x<1 时， 可 得 
Fac=Fp = 


Foc 的 影响 线 在 AC 段 和 СВ 段 上 都 为 斜 直线 ,7 其 图 像 如 


A 应 用 案例 13-1 

















13.2(c) 所 示 。 


作 如 











13.3(a) 所 示 外 伸 梁 支 座 反 为 的 影响 线 。 


„МЇ! 
@) 4 В С 





Ї р ë 
| ЕЛ | £ 
1 

© | 

所 影响 线 
图 133 ”外 伸 梁 支 座 反 力 影响 线 
EIRA 点 为 坐标 原点 。 讨论 4 支 座 反 力 的 影响 线 。 НЖЖ ау FE АВ 段 移动 
时 对 B 点 之 矩 的 转向 与 其 在 BC 段 移动 时 对 B 点 之 矩 的 转向 是 不 同 的 ， 因 此 应 分 段 讨 论 。 





ш 0<х<181, н У Мв=0, Ф 
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当 1<x<1+tc 时， 由 2》,Ms 0， 整理 后 得 

















Fp- 
显然 ， 两 段 影响 线 是 同一 条 直线 ， 作 图 如 图 13.3(b) 所 示 。 
讨论 反 力 的 影响 线 。 
由 2,M4=0 整理 后 ， 得 

Fy=> 


B 支 座 的 反 力 影 响 线 如 图 13.3(c) 所 示 。 


【案例 点 评 】 
作 4 支 座 反 力 的 影响 线 可 在 4 支 座 上 画 1， 在 B 支 座 上 画 0, 8 1 和 0 两 点 得 到 4 
支 座 反 力 的 影响 线 ; 同 理 ， 在 B 支 座 上 画 1， 在 4 支 座 上 画 '0， 连 线 1 和 0 两 点 得 到 B 支 


座 反 力 的 影响 线 。 


/ 
М 应 用 案例 13-2 А 
作 如 图 13.4(a) 所 示 外 伸 梁 C RD И. 


Р Al 
@ 4 SE 7 D 























Fu 影响 线 


图 13.4 应 用 案例 13-2 图 
【 解 】 由 应 用 案例 例 13-1 知 : 








Ж FF СЕЙ, 


Ме= Ев, * b 
Foc=-Fs, 
ШЕР C 右 侧 时 ， 
Mc=Fa°* a 
Moc = Fy 
СЖ, 3р А 8 13.4(b)、(c) 所 示 。 
【案例 点 评 】 


画 C 截面 弯 矩 的 影响 线 ， 可 在 4 支 座 上 扩大 a 倍 ， 在 B 支 座 上 扩大 b 倍 ， 画 4b 两 点 
的 连 线 和 画 aB 两 点 的 连 线 交 于 一 点 o， 交 点 以 下 部 分 为 С 截面 弯 矩 的 影响 线 ; 画 C 截面 
剪 力 的 影响 线 ， 可 在 4 支 座 上 画 1， 在 B 支 座 上 画 0 和 在 4 支 座 目 画 0， 在 B 支 座 上 画 负 
1， 用 C 截面 截取 即 可 。 

用 口诀 表述 为 : 

С 截面 弯 矩 的 影响 线 : ВЖЖ КРАНА Ха. 

C 截面 剪 力 的 影响 线 : 左 侧 为 负 Fro AWA EFR. 





/ 
:一 应 用 案例 13-3 
作 如 图 13.5(a) 所 示 悬 臂 梁 坚 向 支 反 力 及 根部 截面 的 弯 矩 、 苋 力 的 影响 线 。 














【 解 】 以 4 点 为 坐标 原点 】? 设 移动 单位 荷载 作用 在 定 芒 ЖҮ 
ЖА. 
讨论 坚 向 支 反 力 的 影响 线 ， 取 梁 整 体 为 研 赛 对象 ,由 O A в 
Ер = 1 j 1 


Е Ез, 的 影响 线 如 图 13.5(b) 所 示 。 ШШЩ 
Ж В ЖЕШ ЭЕ, ЕВ ҖЕ АИЛ. н у M=0, © T» 


1 

1 

т © m | 
iaia | 








(Е Ms 的 影响 线 如 图 13.5(c) 所 示 。 | 
讨论 中 截面 的 剪 力 影响 线 , BREF H) y=0, (4) “Im 
得 1 
图 13.5 应 用 案例 13-3 图 
E Fo 的 影响 线 ， 如 图 13.5(d) 所 示 。 5 应 


【案例 点 评 】 
基 臂 梁 和 外 伸 梁 的 外 伸 部 分 的 弯 矩 、 剪 力 的 影响 线 ， 根 据 实际 计算 来 决定 。 
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利 к IE ита 由 于 在 结构 设计 中 往往 只 
线 的 轮廓 ， 而 机 动 法 能 不 经 计算 就 可 迅速 绘 出 影响 线 的 轮廓 ， 这 对 设计 工作 很 有 帮助 。 
外 ， 也 可 对 静 力 法 名 шел 

下 面 以 图 13.6(a) 所 示 外 伸 梁 为 例 ， 用 机 动 法 讨论 B 支 座 的 竖 向 反 力 影响 线 。 

如 果 把 支 座 В 去 掉 ， 以 反 力 Fs, 代 蔡 ， 原 结构 就 变 成 一 个 几何 可 变 体 系 ， 在 剩余 的 约 
束 条 件 下 , 允许 产生 刚体 运动 . 现 令 B 点 沿 Fg, 正方 向 ( 设 向 洼 为 正 发 生 微小 的 单位 虚 位 移 ， 
如 图 13.6(b) 所 示 。 

















Fe=l1 


(а) 4 














(с) 


Е, 


图 136 机动 法 作 静 定 梁 影响 线 图 
В 点 发 生 的 虚 位 移 为 单位 值 , 支 座 反 力 Fa, 与 虚 位 移 同 向 ， 故 在 单位 虚 位 移 上 做 正 虚 功 ， 即 
Wi=Fs,* 1 
移动 荷载 下 力 作用 点 也 将 发 生 竖 向 虚 位 移 ， 其 值 为 6(x)， Е 27б) БА, FESE) 
上 做 负 虚 功 ， 即 


























= -Е * б(х) 
根据 虚 功 原理 ， 各 力 在 虚 位 移 上 做 的 总 虚 功 应 该 为 零 ， 即 
= + = 0 


Bp 
Fa* 1- Е б(х)=0 
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注意 到 已 =1， 则 有 

Еру = 6(x) 
LRR, RPE ЕУР АО РАЈЕ БЕВА Н T 577 Ев, 的 变化 规律 ， 因 此 ， 反 力 Ев, 
影响 线 完全 可 以 由 梁 的 虚 位 移 图 来 替代 ， 即 “ 梁 剩余 约束 所 允许 的 刚体 位 移 图 即 是 相应 
量 值 的 影响 线 ”。 
由 以 上 分 析 可 知 ， 机 动 法 绘制 量 值 Z 的 影响 线 ， 只 要 去 掉 与 欲求 量 值 相 对 应 的 约束 ， 
使 得 到 的 可 变 体系 沿 量 值 Z 的 正 向 发 生 单位 虚 位 移 ， 由 此 得 到 的 刚体 虚 位 移 图 即 为 量 值 Z 
4 影响 线 。 
上 机 动 法 作 静 定 梁 的 影响 线 的 一 般 步骤 如 下 。 
(1) 去 掉 与 量 值 对 应 的 约束 ， 以 量 值 代替 ， 使 梁 成 为 可 变 体系 。 

(2) 使 体系 沿 量 值 的 正方 向 发 生 单位 位 移 ， 根 据 剩余 约束 条 件 作 出 梁 的 刚体 位 移 图 ， 
此 图 像 即 为 欲求 量 值 的 影响 线 。 
为 了 进一步 说 明 怎 样 用 机 动 法 绘制 影响 线 ， 以 图 13:7( 名 所 示 简 支 梁 为 例 ， 作 С 截面 


和 矩 、 前 力 的 影响 线 。 r= 
用 机 动 法 绘制 С тту иа В, HENRO c | M 
5 CARTS EAER RZ MERS O : 


即将 刚 结 点 C BOSE а, SREM IE А Ў A 
给 出 单位 相对 角 位 移 y(y = 1), Ж C 点 位 移 到 C' 点 ， 
整个 梁 在 剩余 约束 条 件 下 所 允许 的 刚体 位 移 如 
图 13.7(b) 所 示 。 作 线段 BC' 的 延长 线 交 线 段 44' ， 3 
由 于 线段 4C Б AC HRA 7 是 一 个 单位 微量 ,由 > 
微分 学 原理 可 得 线段 -44' 的 高 度 为 a， 从 而 由 相似 Ts ab | 
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е a 
三 角形 边 长 的 比例 关系 可 得 CCRA 根据 9 oN 
梁 的 刚体 位 移 绘 出 C 截面 弯 矩 的 影响 线 ， 如 | |! к 





图 13.7(c) 所 示 。 (4) 4) 1 с I 2 
机 动 法 绘制 С 截面 前 力 的 影响 线 时 ， 去 掉 与 前 您 一 十 

力 相对 应 的 约束 ， 把 刚 结 点 С 变 成 双 滑动 约束 ， "fe | 

一 对 正 向 前 力 代 普 ,使 C 截面 沿 前 力 的 正 向 发 生 单 зз; , 

位 相对 线 位 移 ， 整 个 梁 在 剩余 约束 条 件 下 所 人 允许 的 [La 

刚体 位 移 如 图 13.7(d) 所 示 。 由 于 C 点 是 双 滑 动 约束 ， Ў 

C 点 两 侧 截面 始终 平行 , 且 截 面 与 梁 轴 线 始终 垂直 ， 

所 以 C 点 左右 两 侧 的 梁 段 轴线 是 平行 的 。 从 而 根据 图 13.7 机 动 法 绘制 内 力 影响 线 

相似 三 角形 边 长 的 比例 关系 可 得 CC 的 高 度 为 了 ， CC 的 高 度 为 了 ， 根据 梁 的 刚体 位 移 给 


出 C 截面 剪 力 的 影响 线 ， 如 图 13.7(e) 所 示 。 

这 里 所 讨论 的 C 截面 内 力 影响 线 具 有 一 般 性 , 即 对 于 两 支 座 之 间 的 任意 截面 , HEE 
前 力 影响 线 均 可 照 此 套用 ， 包 括 外 伸 梁 也 是 如 此 ， 对 于 梁 外 伸 段 的 影响 线 ， 只 需 随 着 梁 轴 
线 延伸 即 可 。 
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4) гё 应 用 案例 13-4 

Б ХЕЗ Е 13.8(а) ИМ Ж BREE EDRI В ЖЕ ЖОШ Ў 7] ЗА. 
[o] 【 解 〗 用 机 动 法 绘制 妃 截 面 弯 矩 影响 线 时 ， 首 先 撤除 与 妃 截 面 弯 矩 相对 
【知识 链接 】 ”应 的 转动 约束 ， 代 之 以 正 向 弯 矩 ， 即 将 刚 结 点 B КЕ. БОЖЕ 
弯 矩 的 转向 给 出 单位 相对 角 位 移 ， 由 于 АВ 杆 为 静 定 结构 ,所 以 АВ 段 B 端 截面 既 不 能 转动 
也 不 能 移动 ， 因 此 B 点 两 侧 截 面 的 单位 相对 角 位 移 由 BC 段 В 端 截 面 独 自转 过 一 个 单位 角 
位 移 y(y=1), 梁 C 点 位 移 到 Ск, 整个 梁 在 剩余 约束 条 件 下 所 允许 的 刚体 位 移 如 图 13.8(b) 
所 示 。 根 据 梁 的 刚体 位 移 绘 出 В 截面 弯 矩 的 影响 线 ， 如 图 13.8(c) 所 示 。 


x | Fi 
@) 4 Bp je 














1 w 
A - б c 
o 区 \ Эуе | 
е 
(с) 4 -AR а 
ғу мдм, Л! с 


Fy, EENE 
图 13.8 应 用 案例 13-4 


机 动 法 绘制 B 左 截面 草 力 的 影响 线 时 ， 去 掉 与 前 力 相对 应 的 约束 ， 在 B 支 座 左 侧 把 刚 
结 点 8 变 成 双 滑动 约束 ， 用 一 对 正 向 剪 力 代 蔡 ， 使 B 左 截面 沿 剪 力 的 正 向 发 生 单位 相对 线 
位 移 ， 在 滑 移 过 程 中 ，4B 段 绕 4 点 做 刚体 转动 ， 该 段 В 端 截 面 既 有 线 位 移 又 有 角 位 移 
而 BC 段 B 端 处 有 可 动 贸 支 座 ， 不 允许 发 生 竖 向 线 位 移 ， 但 允许 角 位 黎 ， 因 此 BCB їй 
截面 可 以 在 原 位 转 过 一 个 角度 ， 与 АВ R B 端 截面 保持 平行 关系 ， 从 而 使 两 梁 段 轴线 位 移 
后 仍然 平行 ， 整 个 梁 在 剩余 约束 条 件 下 所 允许 的 刚体 位 移 如 图 13.8(d) 所 示 。 根据 梁 的 刚体 


位 移 绘 出 B 左 截面 前 力 的 影响 线 ， 如 图 13.8(e) 所 示 。 
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А 应 用 案例 13-5 

作 如 图 13.9(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 С 支 座 反 力 Fo KRH N Мк. Fox 的 影响 线 。 

【 解 】 对 于 多 跨 静 定 梁 来 说 ， 在 绘制 虚 位 移 图 时 要 注意 几何 位 移 协调 ， 满 足 剩 余 约 束 条 
件 。 由 于 4 为 固定 支 座 ， 不 允许 发 生 位 移 和 转角 ， 所 以 在 作 图 过 程 中 ， 画 C 支 座 反 力 的 影 
响 线 时 ，4B 段 没 有 刚体 位 移 。 同 样 ， 画 天 截面 内 力 影响 线 时 ，4K 段 也 没有 刚体 位 移 。 注 
意 到 这 一 点 ， 再 根据 约束 条 件 ， 可 得 出 欲求 量 值 的 影响 线 ， 如 图 13.9(c)、(e)、(g) 所 示 。 

Fl 














кт 


(а) В С үл 





тыты 2т + 2т “|+ 2m >| 


(b) 


rt 
(с) 所 ,影响 线 


А В с D. E 





(d) 





4 K В т Мне 


(f) 








(8) Fa 影响 线 





13.9 应 用 案例 13-5 图 
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【案例 点 评 】 

用 机 动 法 绘制 影响 线 时 ， 撤 除 与 所 求 影响 线 有 关 的 相对 应 的 广义 约束 ， 代 之 以 正 向 的 
相对 应 的 内 力 或 反 力 ， 在 相对 应 的 内 力 或 反 力 作用 下 给 出 相对 应 的 单位 广义 位 移 ， 整 个 结 
构 在 剩余 约束 条 件 下 所 允许 的 刚体 位 移 就 是 所 求 的 影响 线 


13.4 ”机 动 法 作 连 续 梁 的 影响 线 . 


对 于 连续 梁 来 说 ， 机 动 法 作 影响 线 的 步 又 仍然 和 静 定 梁 一 样 ,“ 但 是 由 于 结构 在 去 掉 量 
值 所 对 应 的 约束 后 ， 结 构 整体 或 者 部 分 仍 可 保持 为 几何 不 变 7 要 使 结构 发 生 虚 位 
位 移 就 不 再 是 刚体 运动 ， 位 移 图 也 不 再 是 直线 ， 而 是 约束 所 允许 的 光滑 连续 的 弹性 变形 曲 
线 ， 这 是 连续 梁 影响 线 的 特征 ， 在 绘制 影响 线 图 时 要 注意 这 个 特点 。 正 因为 连续 梁 的 影响 
线 为 弹性 变形 曲线 ， 所 以 其 影响 线 的 特征 值 难以 直接 利用 机 动 法 来 加 以 确定 。 对 于 连续 梁 
来 说 ， 常 见 荷载 为 均 布 荷载 ， 很 多 情况 下 只 需要 根据 影响 线 的 轮廓 来 帮助 确定 最 不 利 荷载 
位 置 ， 所 以 连续 梁 的 影响 线 一 般 都 是 用 机 动 法 来 分 析 ， 绘 出 图 像 轮廓 线 即 可 。 

如 图 13.10 所 示 为 连续 梁 K ТУ) В 支 座 反 力 、C 截面 弯 矩 、Ks 截 面 剪 力 的 影响 
线 ， 从 中 可 以 看 出 影响 线 均 为 连续 光滑 的 弹性 曲线 。 

































М.т: 
(b) 








MR 
(d) 


图 13.10 ”连续 梁 影 响 线 图 (一 ) 
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i I х<э—® 


Гой 
(е) 








图 13.10 ”连续 梁 影 响 线 图 (二 ) 


13.5 影响 线 的 应 用 

















影响 线 的 应 用 主要 是 在 求 固定 荷载 下 的 量 值 大 小 以 及 确定 移动 荷载 的 最 不 利 位 置 两 个 
方面 ， 下 面 分 别 说 明 。 


利用 影响 线 求 固定 荷载 作用 下 的 量 值 


现 已 知道 ， 影 响 线 的 横 坐 标 表示 单位 集中 力 的 作用 位 置 ， 纵 坐标 表示 单位 集中 力作 用 
在 该 位 置 时 的 量 值 大 小 。 如 将 集中 力 的 固定 作用 位 置 视 为 荷载 移动 过 程 中 的 某 个 位 置 ， 就 
可 以 利用 影响 线 计算 固定 集中 为 下 的 量 值 。 影 响 线 反 映 的 是 单位 集中 荷载 下 量 值 的 大 小 ， 
而 当 集 中 荷载 不 等 于 .1 时 ,一 只 需 将 相应 的 影响 线 值 (注意 正 负 号 ) 乘 以 荷载 值 即 可 。 如 果 多 
个 集中 荷载 同时 作用 »， 可 运用 辣 加 法 ， 每 个 荷载 分 别 计算 后 进行 一 加 。 


А 应 用 案例 13-6 


求 如 图 13.11(a) 所 示 多 跨 静 定 梁 天 截面 弯 矩 。 
EI ERAH KRES ENPTA, wE 13.11(b) 所 示 。 根据 影响 线 的 定义 ， 有 如 下 
计算 。 














户 =30kN 





Ai 影响 线 





图 13.11 应 用 案例 13-6 图 
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ШЕ АЕН: 
Мк =F; * yı = 20 х (-0.5)КМ • т =-10kN • m 
Ш F, ВАЕ: 
Мю = Е› * уз = 10 х 0.50 • т = 5КМ * m 
Ш F; ЖЕЕ: 


Мез = F; * уз = 30 х 0.5КМ • т = 15КМ • m 
Amam, 4 
Mr = Mri + Mp + Mg = (710 + 5 + 15)КМ * m = 10kN • m 
一 般 来 说 ， 如 果 有 一 组 集中 荷载 五 同 时 作用 ， 所 求 量 值 Z 的 表达 式 为 
Z=Fy + Еу + + + Еу, =) Fiyi 

如 果 在 梁 4B 段 上 作用 一 个 均 布 荷载 9， 如 图 13.12(a) 所 示 , 可 把 分 布 长 度 为 dx 的 微 段 
上 的 分 布 荷载 总 和 gdx 看 作 集 中 荷载 ， 所 引起 的 量 值 为 ?gdx 必 如 图 13.12(a) 中 阴影 所 示 。 
将 无 穷 多 个 dx 上 的 集中 力 引 起 的 量 值 进行 重 加 ， 即 沿 荷载 整个 分 布 长 度 积分 ， Л] АВ 段 均 
布 荷载 所 引起 的 量 值 为 ‚№ 


2 | ааа [оа ао 


其 中 必 就 是 影响 线 在 АВ 段 的 面积 ， 如 图 13. 了 及 (6) 明 影 所 示 。 
\ gdx 


-一 





(а), 





-人 
| 


Яр 


` 1 
1 
1 
1 

1 у 
1 
(6) 1 

MM. 影响 线 © 


图 13.12 HAARAA 
上 式 表明 ， 均 布 荷载 引起 的 量 值 等 于 荷载 集 度 乘 以 影响 线 对 应 荷载 作用 段 的 面积 。 在 
应 用 中 ， 要 注意 面积 的 正 负 ， 影 响 线 上 部 面积 取 为 正 ， 下 部 取 为 负 。 
当 有 多 个 均 布 荷载 时 ， 其 量 值 计 算式 为 
2=ф оф ®›+ + Op》 qi" о 
当 集中 力 和 均 布 荷载 同时 出 现时 ， 其 量 值 计算 式 为 
Z=) Fie +} q" Oi 


е Р. 


=| 


/ 
2002 应 用 案例 13-7 
利用 影响 线 求 如 图 13.13(a) 所 示 多 跨 静 定 粱 天 截面 的 弯 矩 Mx。 
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F=20kN F=10kN 
gr=4kN/m 20 то а=2КМ/т 








> МФИ 





图 13.13 应 用 案例 13-7 


【 解 】 先 作出 Mx 的 影响 线 ， 如 图 13.13(b) 所 示 。 各 计算 量 为 
yı=-0.5 





Mk=) F; eyi + > fi SoFi * yi + ЕЁ; уд t otqa’ o 
= [20 x (-0.5) + 10.х 0.5 +4 x (-0.5)+2*1]KN • m =-5kN • m 


荷载 最 不 利 位 置 的 确定 


使 量 值 取得 最 大 值 时 的 荷载 位 置 就 是 荷载 的 最 不 利 位 置 ， 荷 载 最 不 利 位 置 确定 后 ， 将 
荷载 按 最 不 利 位 置 作 用 ， 然 后 将 其 视 为 固定 荷载 ， 即 可 利用 影响 线 计 算 其 极 值 。 下 面 分 集 


g 





满足 上 面 两 个 式 子 的 Fx ЕА Т, УЕ, ~ 





荷载 和 移动 均 布 荷载 两 种 情况 来 说 明 。 
单个 集中 力 移动 时 ， 荷 载 的 不 利 位 置 就 是 影响 线 的 顶点 。 当 荷载 作用 于 该 点 时 ， 量 值 
了 最 大 值 。 


对 于 如 图 13.14 所 示 间 距 保持 不 变 的 一 组 集中 荷载 来 说 ， 可 以 推断 量 值 取 最 大 值 时 ， 
必定 有 一 个 集中 荷 裁 作用 于 影响 线 顶 点 。 作 用 于 影响 线 项 点 的 集中 荷 裁 称 为 临界 荷 裁 ， 对 
于 临界 荷载 可 以 用 下 面 两 个 判别 式 来 判定 (推导 从 咯 ): реу 





























УЕ» tk È Fe а T: а 
а 7 b 


не Ка ун -TI 
F 一 -一 -一 一 一 




















影响 线 


УЕ, 分 别 代表 Fx 以 左 的 荷载 总 和 与 Ек 以 右 的 荷载 总 


和 。 有 时 会 出 现 多 个 满足 上 面 判别 式 的 临界 荷载 , 这 时 将 


图 13.14 间距 不 变 的 一 组 集中 荷载 
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每 个 临界 荷载 置 于 影响 线 顶 点 计算 量 值 ， 然 后 进行 比较 ， 根 据 最 大 量 值 确定 一 组 荷载 的 





最 


不 利 荷 载 位 置 。 对 于 荷载 个 数 不 多 的 情况 ， 工 程 中 往往 不 进行 判定 ， 直 接 将 各 个 荷载 分 别 











置 于 影响 线 的 项 点 计算 其 量 值 ， 最 大 量 值 所 对 应 的 荷载 位 置 就 是 这 组 荷载 的 最 不 利 位 置 ， 





这 时 位 于 顶点 的 集中 力 就 是 临界 荷载 。 
/ 
:一 应 用 案例 13-8 


求 如 图 13.15(a) 所 示 简 支 梁 在 图 示 吊 车 荷载 作用 下 ， 截 面 玉 的 最 大 弯 矩 。 





[#1 ЖЕ MK 的 影响 线 ， 如 图 13.15(b) 所 示 。 
F=152kN F:=152kN Ff:=152kKN F=152kN 
4.40m 1.26m] 4.40m 























Mx 影响 线 


(b) 

№ |“ Е, 
(c) 

F. Fij Б 
(4) 


图 1315 ”应 用 案例 13-8 图 


选 作为 临界 荷载 Fk 来 考察 ， 将 Fy 置 于 影响 线 的 顶点 处 ， 如 图 13.15(c) 所 示 ， 此 时 


Л FF 落 在 梁 外 ， 不 予 考虑 ， 代 入 临界 荷载 的 判别 式 ， 有 
ER+h 


24 96 
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0 „а Е, 


— < 
24 9.6 
即 
152 、152+152 
24 96 
0 _152+152+152 





24 9.6 

到 满足 判别 式 ， 所 以 是 临界 荷载 。 将 其 他 集中 荷载 分 别 置 于 顶点 ， 用 同样 的 方法 可 以 
判定 Е, Ж FF 不 是 临界 荷载 ， 而 Fi 是 临界 荷载 。 比 较 图 13.15(c)、(d) 可 知 ，F 作 用 在 KK 点 
时 为 Mx 的 最 不 利 荷载 位 置 。 

利用 影响 线 可 以 求 得 Mk 的 极 值 : , 

Mxmax = 152 x (1.920 + 1.668 + 0.788)КМ * m ` 
= 665.15КМ • m 

当 移 动 荷载 为 均 布 可 变 荷载 时 ， 由 于 可 变 荷载 的 分 布 长 并 也 是 变化 的 ， 注 意 到 均 布 荷 
载 下 的 量 值 等 于 均 布 荷载 集 度 乘 以 影响 线 对 应 分 布 长 度 的 面积 ， 所 以 ， 只 要 把 均 布 荷载 布 
满 整个 正 影响 线 区 域 ， 就 可 以 得 到 正 的 最 大 量 值 ;CA 同样 ， 只 要 把 均 布 荷载 布 满 整 个 负 影响 
线 区 域 ， 就 可 以 得 到 负 的 最 大 量 值 。 图 13.16(a) 所 示 的 连续 粱 ， 讨 论 其 跨 中 截面 K HA E 
Mx INX ER H Y E Ms 的 不 利 荷载 位 置 、 图 -13.16(b) 给 出 了 天 截面 弯 矩 Mx 的 影响 线 , 其 对 
应 的 最 大 正 弯 矩 的 荷载 最 不 利 位 置 如 图 13.16(c) 所 示 , 其 对 应 的 最 大 负 弯 矩 的 荷载 最 不 利 位 
置 如 图 13.16(d) 所 示 。 图 13.16(e) 给 出 了 С 支 座 截面 弯 矩 We 的 影响 线 ， 其 对 应 的 最 大 正 弯 
矩 的 荷载 最 不 利 位 置 如 图 13.16( 所 示 , 其 对 应 的 最 大 负 赤 矩 的 荷载 最 不 利 位 置 如 图 13.16(g) 
所 示 。 工 程 中 进行 结构 设计 时 ， 必 须 针 对 梁 的 危险 状态 进行 计算 ， 由 图 13.16 可 知 ， 并 不 
是 整个 梁 上 布 满 均 布 茶 载 时 才 是 梁 的 危险 状态 .显然 ， 只 有 按照 下 列 方式 进行 可 变 荷载 的 
布置 ， 才 是 截面 弯 矩 的 危险 状态 ， 即 对 于 任意 垮 的 跨 中 截面 最 大 正 弯 矩 ， 可 变 荷 载 的 最 不 
利 布置 是 “本 跨 布置 ， 隔 跨 布置 >。 对 于 任意 的 中 间 支 座 截 面 最 大 负 弯 矩 ， 可 变 荷 载 的 最 不 









































利 布置 是 “ 相 邻 跨 布 置 ， 隔 跨 布置 ”。 [гы [а] 
А B K © р E r 
El 

@ 【知识 链接 】 





(b) М, пли 


E СИЕ а р. 


(с) Me 的 可 变 荷载 布置 


图 13.16 连续 梁 均 布 荷载 的 最 不 利 布置 (一 ) 
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(9) Mu 的 可 变 荷载 布置 





(е)м, ди 


=== 





(E) Me 的 可 变 荷 载 布 置 


НЕСИН ЭР. СГ 


(в) Me 的 可 变 荷载 布置 








图 13.16 连续 梁 均 布 荷载 的 最 不 利 布置 (二 ) 





在 固定 荷载 作用 下 ， 通 过 绘制 梁 的 弯 抢 图 可 以 得 到 整个 梁 的 最 大 、 最 小 弯 矩 值 。 同 样 
在 移动 荷载 下 ， 我 们 不 仅 要 了 解 某 个 截面 的 内 力 变化 规律 ， 更 关心 整个 梁 的 危险 弯 矩 ， 这 
个 危险 弯 矩 就 称 为 梁 的 绝对 最 大 弯 矩 。 
前 面 的 讨论 可 知 ， 在 移动 荷载 下 ， 量 值 也 是 随 着 荷载 位 置 的 变化 而 变化 。 因 此 ,在 
荷载 的 变化 范围 内 ， 量 值 必定 有 一 个 最 大 值 和 一 个 最 小 值 。 将 梁 沿 长 度 方向 分 为 п 等 分 ， 
即 等 距离 地 取 (z + 1) 个 截面 ， 分 别 作 这 些 截面 的 内 力 影响 线 ， 讨 论 内 力 的 极 值 。 将 求 得 的 
各 截面 内 力 的 最 大 值 和 最 小 值 分 别 连 线 ， 由 此 得 到 的 图 像 称 为 内 力 包 络 图 。 包 络 图 与 梁 所 
内 力图 一 样 ， 全 面 反映 了 内 力 沿 梁 轴线 的 分 布 规律 。 
但 是 梁 内 力图 中 ， 每 一 个 截面 只 有 一 个 确定 的 内 力 值 。 而 梁 的 包 络 图 中 ， 每 一 个 截面 
有 两 个 内 力 极 值 ， 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 ， 截 面 内 力 在 这 两 个 值 之 间 变 动 ， 即 包 络 图 陡 
括 了 整个 梁 的 内 力 在 荷载 移动 过 程 中 的 所 有 取 值 。 显 然 ， 弯 矩 包 络 图 上 的 最 大 值 就 是 梁 的 
绝对 最 大 弯 矩 。 图 13.17 给 出 了 简 支 梁 在 间距 给 定 的 一 组 移动 荷载 下 的 弯 矩 包 络 图 和 剪 力 
包 络 图 。 这 里 ， 取 n= 10。n 越 大 ， 绘 制 的 包 络 图 越 精 确 ， 但 计算 量 也 随 之 增 大 。 
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PP=S2kKN -82kN 











5.625 6.375 





559 4 
598574 578 
这 矩 包 络 图 /kN。m) 前 力 包 络 图 /kN 
(b) (с) 


813.17 简 支 梁 绝对 最 大 弯 矩 及 内 力 包 络 图 


бл 结 i 
【知识 链接 】 

(1) 反映 量 值 随 荷载 位 置 变化 而 变化 的 规律 的 图 像 称 为 影响 线 。 影 响 线 的 横 坐 标 表 示 
荷载 作用 位 置 ， 纵 坐标 表示 荷载 作用 在 该 点 时 的 量 值 大 小 。 

(2) 绘制 影响 线 有 静 力 法 和 机 动 法 两 种 。 根据 静 力 平 衡 条 件 建 立 量 值 关 于 移动 荷载 作 
用 位 置 的 函数 方程 ， 据 此 函数 绘制 影响 线 的 方法 称 为 静 力 法 。 由 虚 位 移 原理 ， 撤 除 与 所 求 
量 值 对 应 的 约束 ， 沿 量 值 正 向 给 出 虚 位 移 ， 根据 约 束 所 允许 的 位 移 绘制 影响 线 的 方法 称 为 
机 动 法 。 

静 定 结构 的 影响 线 由 直线 段 组 成 ， 超 静 定 结构 的 影响 线 由 曲线 构成 。 

(3) 固定 荷载 作用 下 的 量 值 计算 式 为 


2=ў,Ё!* y+) qi" oi 
(4) 荷载 的 不 利 位 置 。 


@ 单个 集中 力 的 荷载 不 利 位 置 在 影响 线 的 顶点 ; 
@ 一 组 等 间距 的 集中 力 ， 其 荷载 不 利 位 置 是 临界 荷载 (有 时 临界 荷载 不 止 一 个 ) 作用 
在 影响 线 的 顶点 时 的 位 置 ; 
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@ 均 布 可 变 荷 载 的 不 利 位 置 ， 对 于 正 量 值 是 均 布 荷载 布 满 整 个 正 影响 线 区 域 时 ， 对 于 
负 量 值 是 均 布 荷载 布 满 整个 负 影响 线 区 域 时 。 


my: m (5) 对 于 连续 梁 的 可 变 荷载 布置. 跨 中 截面 是 “本 跨 布 置 ， 隔 路 布置"; 
支 座 截面 是 “ 相 邻 跨 布置 ， 隔 跨 布置 ”。 
E (6) 各 蕉 面 内 力 最 大 值 的 连 线 与 各 截面 内 力 最 小 值 的 连 线 称 为 内 力 包 


【资料 阅读 】 络 图 ; FLAA LARAI ERARE HE. 
GS zga) 


(1) АЕХА? ВИКАК ЖЯ] Ж 1А? 

(2) 静 力 法 绘制 影响 线 时 ， 什 么 情况 下 影响 线 方程 要 分 段 建立 ? 

(3) 机 动 法 和 静 力 法 各 有 什么 优 、 缺 点 ? 

(4) 静 定 梁 与 超 静 定 梁 的 影响 线 各 有 什么 特点 ? 

(5) 什么 是 荷载 最 不 利 位 置 ? 

(6) 什么 是 内 力 包 络 图 ?内力 包 络 图 和 内 力图 的 区 别 是 什么 ?和 影响 线 的 区 别 又 是 
什么 ? \ 

(7) 什么 是 绝对 最 大 弯 矩 ? 


бэ aD 
一 、 填 空 题 
(1) АА, ДААТ. 
(2) 据 此 函数 绘制 影响 线 的 方法 称 为 


(3) 根据 约束 所 允许 的 位 移 绘制 影响 线 的 方法 称 为 
(4) 均 布 可 变 荷载 的 不 利 位 置 ， 对 于 正 量 值 是 均 布 荷 载 А 


(5) 单个 集中 力 的 荷载 不 利 位 置 在 影响 线 的 М 

二 、 单 选 题 

(1) 影响 线 的 横 坐 标 表示 荷载 作用 位 置 ， 纵 坐标 表示 荷载 作用 在 该 点 时 的 ( ) 大 小 。 
А. 和 荷载 В. AŻ 
С. 量 值 D. KA 


(2) 简 支 梁 在 单位 坚 向 移动 荷载 作用 下 ， 当 单位 竖 向 移动 荷载 作用 在 C 截面 左边 时 ，C 
截面 谊 矩 的 影响 线 等 于 ( ) 
А. B 支 座 反 力 扩 大 b 倍 В. АЖАРА Кай 
С. B 支 座 反 力 扩 大 a 倍 D. 4 支 座 反 力 扩大 b 倍 
(3) 简 支 梁 在 单位 坚 向 移动 荷载 作用 下 ， 当 单位 竖 向 移动 荷载 作用 在 С 截面 右边 时 ，C 
截面 剪 力 的 影响 线 等 于 ( ). 
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А. ЕВҖЖАЛ7) B. 正 4 支 座 反 力 
С. Ñ BÈRA D. 负 4 支 座 反 力 
(4) 在 可 变 荷 载 任意 分 布 长 度 作用 时 ， 对 于 连续 梁 的 跨 中 截面 C 正 谊 珑 最 不 利 布置 为 
( ). 
A， 相 邻 跨 布 置 ， 隔 跨 布置 В. 满 跨 布置 
С. 本 跨 布置 ， 隔 二 跨 布置 D. 本 跨 布置 ， 隔 跨 布置 
三 、 判 断 题 
(1) 影响 线 的 横 坐 标 表示 荷载 作用 位 置 。 ( ) 
(2) 据 此 约束 所 允许 的 位 移 绘制 影响 线 的 方法 称 为 静 力 法 。 ( ) 
(3) 一 组 等 间距 的 集中 力 ， 其 荷载 不 利 位 置 是 临界 荷载 (有 时 临界 荷载 不 止 一 个 ) 作用 
在 影响 线 的 顶点 时 的 位 置 。 ( ) 
(4) 各 截面 内 力 最 大 值 的 连 线 称 为 内 力 包 络 图 。 ( ) 
(5) 弯 矩 包 络 图 上 的 最 大 弯 天 称 为 绝对 最 大 索 矩 : ¢ 3 
四 、 主 观 题 


(1) 用 静 力 法 绘制 如 图 13.18 所 示 梁 指定 量 值 的 影响 线 。 











а R3 1 С В р 
4 С B 
2m 2m 2m 
14 
(а) А. Еос, Mc (b) Е. Focs Мс 
Р 13.18 ”主观 题 (1) 图 
(2) 用 机 动 法 绘制 如 图 13.19 所 示 梁 指定 量 值 的 影响 线 。 
FÆ] E 
с д | р в А B с р 
-5 ty 全 pa pE 
Imj lm 4m 2m 2m L 4m 2m 3m ‚| 
(а) Ма. Mos Foc (b) Р». Кк. К. Мв 


图 13.19 “主观 题 (2) 图 
(3) 利用 影响 线 求 如 图 13.20 所 示 结 构 指 定 的 量 值 。 

(4) 绘制 如 图 13.21 所 示 连 续 梁 的 内 力 Ма. Мк. Мс. Бок 8063. 

(5) 求 如 图 13.22 所 示 简 支 梁 在 移动 行列 荷载 作用 下 ，C 截面 的 最 大 弯 矩 Мое 
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40kN 40kN 





20KN/ 20kN/m 
9 m 








Fn бй 4 FF 4m =| 
(а) Ме. Foc (бу Mes Жо. 


图 13.20 NABA 





13.21 ”主观 题 (4) 图 


400kN 400kKN- 300kN 300kN 
i 5т “| 5m 
C 
4m 10т 














图 13.22 “主观 题 (5) 图 


mgm 
m 
【习题 答案 】 
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附录 A 主要 符号 表 


























А 面积 

As 剪 切面 面积 

Abs 挤 压 面 面 积 

a 间距 

b 宽度 

h 高 度 

s 路 程 ， 弧 长 

D, d 直径 

К, r 半径 

РА 长 度 ， 跨 度 

f 矢 高 

Е 弹性 模 量 ， 杨 氏 模 量 

Е, 动能 

Е, 势能 

F, Ер F 力 S- 户 义 力 

Fr Po Ах, ?方向 的 约束 力 
Fy Ру 轴 力 ， 单 位 荷载 引起 的 轴 力 
Ер, Fas [Р] ”集中 荷载 ， 临 界 荷 载 ， 许 用 临界 荷载 
Fo F BJ, МУАЗ] ЖЕП 7) 
Fe Е; 合力 ， 主 矢 

Fr 拉力 

Fo [F,] 极限 荷载 ， 许 用 极限 荷载 
Е, Б, F, 力 在 x，y，z 方 向 的 分 量 
G 剪 切 弹性 模 量 

1 ИБ 

fA 极 惯性 矩 

i 惯性 半径 ， 线 刚度 

$ EHEC RE) EZR 

k 弹簧 常量 ， 刚 度 系数 ， 应 变 片 灵敏 因数 
М, М 弯 矩 ， 单 位 荷载 引起 的 弯 延 


A 
A 
ПП erse 


M: 外 力 偶 矩 

мо 对 o AWSE 
М, Б} 司 端 弯 矩 ， 固 端 剪 力 
T 

Т 

п 

ns 

п 

















扭矩 ， 周 期 ， 摄 氏 温度 
:位 荷载 引起 的 扭矩 
速 ， 螺 栓 个 数 
应 于 塑性 材料 的 安全 因数 
应 于 脆性 材料 的 安全 因数 
пы 稳定 安全 因数 
p 压强 
Р 功率 Т, 
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978-7-301-24480-7 












50.00 


序号 书 名 I 书 ”号 [编著 者 “| 定价 出 版 时 间 | ”配套 情况 
“五 联网 + ”创新 规划 教材 
1 | E 建筑 构 造 (第 二 版 ) 978-7-301-26480-5 |Р Ж 42.00 | 2016.1 EAN 
二 维 码 

2 | 7 建筑 装饰 构造 (第 二 版 ) 978-7-301-26572-7 | 赵 志 文 等 39.50 | 20161 | ppv 二 维 码 
3 | CRATERE 978-7-301-25934-4 申 淑 荣 等 40.00 | 20158 E 

4 | Ehi TT. 978-7-301-26629-8 | WEA 46.00 | 20165 

5 | 名 市 政道 路 工程 施工 978-7-301-26632-8 | 89 49.00 | 2016.5 

6 | Br 建筑 二 结构 图 集 978-7-301-27168-1 | 传 华夏 65.00 | 20168 

7 | otr БИДЕ ДЕЧ 978-7-301-27177-3_| {ИрЫ 65.00 | 2016.8 

в | 外 建筑 工程 制图 与 识 图 (第 2 版) 978-7-301-24408-1 34.00 | 2016.8 | APPA 
9 | 留 “建筑 设备 基础 知识 与 识 图 (第 2 版 ) 978-7-301-24586-6 47.00 | 2016.8 - 维 码 

10 | Er 建筑 结构 基础 与 识 图 978-7-301-27215-2 58.00 | 20169 | APP/ 二 维 码 
11_| 多 建筑 构造 与 识 图 978-7-301-27838-3 40.00 | 20171 | APP/ 二 维 码 
12 | Er 建筑 工程 施工 技术 (第 三 版 ) 978-7-301-27675-4_]| 钟 汉 6600 | 2016.11 | APP/ 二 维 码 
1з | gzz 工 各 建设 监理 案例 分 析 教程 (第 二 版 ) aew | 50.00 | 20171 П 

14 | 外 建筑 工程 质量 与 安全 管理 (第 二 版 ) Жр, 伟 55.00 | 2016.8 UV 二 维 码 

区 建筑 工程 计量 与 计价 一 一 透 过 案例 学 Уя 2 ж 

15 造价 第 2 版 978-7-301-23852;3 [GK i 59.00 | 20144 | ppt 

16 лла 5 设计 ( 原 城市 规划 原 谭 婧 婧 等 “| 43.00 | 2017.1 | ppv 素 材 

17 | Ex" 建筑 工程 计量 与 计价 吴 育 萍 等 “| 49.00 | 20171 t/ 二 维 码 
18 | 多 建筑 工程 计 最 与 计价 (第 3 版 ) 明和 等 “| 65.00 | 2017.1 | APP/ 二 维 码 
19 | 多 市 政工 程 计量 与 计价 (第 三 版 ) 978-7:301-27983-0 | 郭 良 娟 等 | 59.00 | 20172 - 维 码 
20 | 名 pz 高层 建 筑 施 工 吴 俊 臣 65.00 | 2017.4 Ё 
21 | 多 建筑 施工 机 械 (第 二 版 ) 35.00 | 2017.5 

22 | 外? 市 政工 程 概论 Ж 1й%. | 46.00 | 20175 维 码 
23 | Er 建筑 工程 测量 (第 二 版 ) 石 “ 东 等 [5100 | 2017.5 | ppt 三 维 码 
24 | Er 工 程 项 目 招 投标 与 合同 管理 (第 三 版 ) [ГЕЛ 44.00 | 20177 и/ 
25 | 多 建筑 制图 (第 三 版 ) GLE звоо | 20177 | РР 
26 | E2 建 筑 制图 习题 集 ( 第 三 版 ) 978-7-301-27897-0 | 高 两 荣 35.00 | 20177 | APP 

27 | E2 建 筑 力学 (第 三 版 ЕОС: 55.00 | 2017.8 二 维 码 

















































































































































1 

2 | 女士 木工 程 实用 力学 (第 2 版 ) 

3_| 友 建 设 工程 监理 (第 2 版 ) 

4 | 女 建筑 节能 工程 与 施工 978-7-301-24274-2_| 吴 明 军 等 | 35.00 | 2015.5 

5 | 大 建筑 工程 经 济 (第 2 版 ) 978-7-301-24492-0 ”| MAE% | 41.00 | 20149 

6 | 女 建 设 工程 招 投标 与 合同 管理 (第 3 版 ) 978-7-301-24483-8 40.00 | 20149 у 

7 | 友 工 程 造价 概论 978-7-301-24696-2 31.00 | 20151 

B | 妈 建 筑 工程 计量 与 计价 (第 3 版 ) 978-7-301-25344-1 肖 明和 等 “| 65.00 | 20171 | APP/ 二 维 码 

9 [Ж ГЕРЕН 实 训 ( 第 3 版 ) 978-7-301-25345-8 | 肖 明 和 等 “| 29.00 | 20157 

10 | 女 建 筑 装饰 施工 技术 (第 2 版 ) 978-7-301-24482-1 37.00 | 2014.7 | ppt 

ТУ: 2) 978-7-301-24479-1 4100 | 2014.7 | ppt 
基础 课程 

1 | 建设 法 规 及 相关 知识 978-7-301-22748-0 34.00 | 2013.9 [| ppt 

2 | 建设 工程 法 规 (第 2 版 ) 978-7-301-24493-7 40.50 | 2014.8_| ppv 答案/ 素材 

з | 建筑 工程 法 规 实务 (第 2 版 ) 978-7-301-26188-0 29.50 | 2017.6 | ppt 

4 | 建筑 法 规 978-7-301-19371-6 39.00 | 20119 | ppt 

5 | 建设 工程 法 规 978-7-301-20912-7 3200 | 20127 | ppt 

6 | AutoCAD 建筑 制图 教程 (第 2 版 ) 978-7-301-21095-6 38.00 | 20133 | ppt 素 材 

7_| AutoCAD 建筑 绘图 教程 (第 2 版 ) 978-7-301-24540-8 44.00 | 20147 | ppt 

8 | 建筑 CAD 项 目 教程 (2010 版 ) 978-7-301-20979-0 38.00 | 2012.9 | 素材 

9 | 建筑 工程 专业 英语 (第 二 版 ) 301-26597-0 24.00 | 20162 | ppt 

10 | 建筑 工程 专业 英语 301-20003-2 2400 | 20122 П 

11 | 建筑 识 图 与 构造 (第 2 版 ) 978-7-301-23774-8 40.00 | 2014.2 | ppt 答 案 

12 | 房屋 建筑 构造 978-7-301-19883-4 2600 | 20121 [ри 

13 | 建筑 识 图 978-7-301-21893-8 35.00 | 20131 | ppt 





























































































































































































































































序号 $ ж % 5 定价 _| 出 版 时 间 | ”配套 情况 
14 978-7-301-22860-9 2013.9 | ppt 答案 
15 2014.1 | рри 
16 978-7-301-23588-1 2014.1 П 

17 | 房屋 建筑 978-7-301-26005-0 2015.8 | ppt 答 案 
18 | 建筑 构造 与 施工 区 978-7-301-24470-8 2014.8_| ppt 

19 | 建筑 工程 识 图 实 训 教程 978-7-301-26057-9 32.00 | 201512 | ppt 

20 | E2 建 筑 工程 制图 与 识 图 (第 2 版 ) 3400 | 2016.8 | APP/ 二 维 码 
21 | 建筑 制图 习题 集 (第 2 版 ) 3 白 丽 红 25.00 | 2014.8 

22 | 日 建筑 工程 制图 (第 2 版 )( 附 习题 册 ) 978-7-301-21120-5 肖 明 和 48.00 

23 | 建筑 制图 与 识 图 (第 2 版 ) 978-7-301-243862 | {Чүнү 38.00 

24 | 建筑 制图 与 识 图 习题 册 978-7-301-18652-7_| {ру 

25 | 建筑 制图 与 识 图 (第 二 版 ) 978-7-301-25834-7 | 李 元 玲 

26 | 建筑 制图 与 识 图 习题 集 978-7-301-204252 | 李 元 玲 

27 | 新 编 建筑 工程 制图 978-7-301-21140-3 [ЖК 

28_| 新 编 建筑 工程 制图 习题 集 978-7-301-16834-9 方 筱 松 

建筑 施工 类 

1 | 建筑 工程 测量 978-7-301-16727-4 | 赵 景 利 2010.2 

2 | 建筑 工程 测量 (第 2 版 ) 978-7-30122002-3 ”| 张 敬 伟 2013.2 

з | 建筑 工 各 险 与 实 训 指导 (第 2 版 ) 张 敬 伟 2013.9 

а | 建筑 工程 2012.2 

5_| 建筑 工程 测量 TERG 2008.5 

6 | 建筑 工程 测量 实 训 (第 2 版 ) HRE 20153 | 答案 

7 | 建筑 工程 测量 Ж 9 2013.6 | ppt 

8_| 建筑 施工 技术 (第 2 版 ) 陈 雄 辉 2015.7 рї 

9 | 建筑 施工 技术 朱 永 祥 等 38.00 | 2008.8 t 

10 | 建筑 施工 技术 m Æa | 44.00 | 20108 WEA 
п | 建筑 施工 技术 w 伟 等 [4200 | 20119 П 

12 | 建筑 施工 技术 苏 小 梅 38.00 | 20121 t 

13 | 建筑 施工 机 械 吴志强 30.00 | 201110 П 

14 | 基础 工程 施工 Ж {1% | 35.00 | 20127 П 

15 | 建筑 施工 技术 实 训 (第 2 版 ) 周 晓 龙 30.00 | 20147 

16 HE 38.00 | 2010.4 П 

17 应 用 (第 2 版 ) E @% [3400 | 20136 

18 (Ж 2 版 X 上册) 徐 锡 权 41.00 | 2013.4 答案 
19 | @ 建 筑 结构 (第 2 版 下 册 ) 徐 锡 权 42.00 | 20136 UV 答案 
20 指导 与 技能 上 册 ) 徐 锡 权 28.00 | 2015.8 П 

21 | 建筑 结构 学 习 指导 与 技能 训练 (下 册 ) 徐 锡 权 28.00 | 2015.8 П 

22 | 建筑 结构 唐 春 平等 “| 4100 | 20118 t 

23 | 建筑 结构 基础 EE 中 发 36.00 | 20128 t 

24 | 建筑 结构 原理 及 应 用 45.00 | 2012.8 П 

25 结构 与 识 图 978-7-301-26935-0 37.00 | 2016.2 

26 | 建筑 大 二 构 (第 2 版 ) 978-7-301-22148-8 49.00 | 20134 

27 | 建筑 力 吉 构 ( 少 学 时 版 ) 978-7-301-21730-6 34:00 | 2013.2 

28 | 建筑 Н 978-7-301-20988-2 32.00 | 20128 

29 | 建筑 二 978-7-301-23348-1 44.00 | 20141 

30 | 建筑 结构 与 施工 图 978-7-301-22188-4 35.00 | 20133 

31 | 生态 建筑 材料 978-7-301-19588-2 38.00 | 2011.10 | ppt 

32 | 建筑 材料 (第 2 版 ) 978-7-301-24633-7 35.00 | 2014.8 П 

33 则 (第 2 版 ) 978-7-301-25347-2 35.00 | 20152 | рру 
за | 建筑 材料 检测 试验 指导 978-7-301-16729-8 18.00 | 2010.10 

35 | 建筑 材料 与 检测 (第 二 版 ) 978-7-301-26550-5 40.00 | 20161 | ppt 

36 检测 试验 指导 (第 一 版 ) 978-7-301-28471-1 23.00 | 20177 | ppt 

37 与 应 用 978-7-301-21948-5 20133 | ppt 

38 实 训 978-7-301-22317-8 2013.4 

39 978-7-301-24208-7 20147 | ppt 答 案 
40 F 978-7-301-24782-2 2014.9 П 

41 | @ 建 设 工程 监理 概论 (第 2 版 ) 978-7-301-20854-0 2012.8 | ppt/ 答 案 
42 | 建设 工程 监理 概论 978-7-301-15518-9 20099 | ppt 

43 | @ 地 基 与 基础 (第 2 版 ) 978-7-301-23304-7 | 肖 明 和 等 2013.11 | рри ж 
44 | 地 基 与 基础 978-7-301-16130-2 “| 孙 平 平等 2010.10 | ppt 

45 | 地 基 与 基础 实 训 978-7-301-23174-6 | 表明 和 等 2013.10 | ppt 

46 | 土 力学 与 地 基 基 础 978-7-301-23675-8 TE 20141 | ppt 

47 978-7-301-23590-4 20141 | ppt 

48 20152 | ppu 答 案 












































































































































































































































































序号 书 а pey 编著 定价 | 出 版 时 间 | 配套 情况 
49 | 建筑 工程 质量 事故 分 析 ( 第 2 版 ) 978-7-301-22467-0 | 郑 文 新 32.00 | 20139 | ppt 
50 | 建筑 工程 施工 组 织 设计 978-7-301-18512-4 26.00 ppt 
51 | 建筑 工程 施工 组 织 实 训 978-7-301-18961-0 40.00 | ppt 
52 | 建筑 施工 组 织 与 进度 控制 978-7-301-21223-3 36.00 ppt 
53 | 建筑 施工 组 织 项 目 式 教程 978-7-301-19901-5 44.00 рри 
54 | 钢筋 混凝土 工程 施工 与 组 织 978-7-301-19587-1 32.00 ppt 
55 PREE 工程 施工 与 组 织 实 训 指导 (学 生 | 978-7-301-21208-0 20.00 ppt 
56 | 建筑 施工 工艺 978-7-301-24687-0 49.50 ppt/ 答 案 
工程 管理 天 
1 程 经 济 (第 2 版 ) 978-7-301-22736-7 30.00 | 2013.7 | pp 答案 
2 | 建筑 工程 经 济 978-7-301-24346-6 38.00 | 20147 | рри 
3 | 施工 企业 会 计 (第 2 版 ) 978-7-301-24434-0 36.00 | 20147 | ppt 答 案 
а | 建筑 工程 项 目 管理 (第 2 版) 978-7-301-26944-2 42.00 | 2016.3 | ppt 
5 | 建设 工程 项 目 管理 (第 三 版 ) 978-7-301-24683-2 36.00 | 20149 | pÆ% 
6 | 建设 工程 项 目 管理 (第 2 版 ) 978-7-301-28235-9 | 冯 松 山 等 | 4500 | 20176 | ppt 
7 | 建筑 施工 组 织 与 管理 (第 2 版 ) 978-7-301-22149-5 | #995225 [143.00 | 20134 | ppv 答案 
з | 建设 工程 合同 管理 978-7-301-22612-4 | 刘 庭 江 46.00 | 20136 
9 | 建筑 工程 资料 管理 36.00 pt 
10 | 建筑 工程 招 投标 与 合 程 超 胜 30.00 9 | ppt 
11 | 工程 招 投标 与 合同 管理 杨 甲 奇 等 | 48.00 | 20118 | ppt 
12_| 工程 招 投标 与 合同 管理 ЖЕЙУ | 43.00 | 2011.8 | ppt 
13 | 建设 工程 招 投标 与 合同 管理 实务 杨 云 会 等 _| 42.00 | 20124 tt 答案 /习题 
14 | 工程 招 投标 与 合同 管理 37.00 | 20129 | ppt 
15_| 工程 项 目 招 投标 与 合同 管理 (第 2 版 ) 42.00 | 2014.8 /答案 
17 | 建筑 工程 商务 标 35.00 | 20127 
18 | 建筑 工程 安全 管理 (第 2 版 ) R 健 等 | 42.00 | 20158 
19 目 质量 与 安全 管理 78:7-31 - 钟 汉 华 45.00 | 201210 
20 ГИЯ 32.00 | 20148 
21 徐 锡 权 等 > | 4400 | 2016.5 t 
22 MEREN HIME 30.00 | 2011.11 | ppt 
23 | 建筑 工程 造价 管理 27.00 | 20123 t 
24 | 建筑 工程 造价 管理 | 978-7-301-15517-2 | FRR 24.00 | 2009.9 
25 | 工程 造价 案例 分 析 30.00 | 20138 П 
26 | 建设 工程 造价 控制 与 管理 胡 芳 珍 等 “| 38.00 | 20146 tt 答案 
27 | @ 建 筑 工程 造价 孙 咏 梅 40.00 | 2013.2 | ppt 
28 | 建筑 工程 计量 与 计价 杨 建 林 46.00 | 2016.1 t 
29 | 建筑 工程 计 晤 与 计价 获 小 兰 28.00 | 2014.1 
30 | 建筑 工程 估价 978-7-301-22802-9 43.00 | 20138 | ppt 
31 | 安装 工程 计量 与 计价 (第 3 版 ) 978-7-301-24539-2 5400 | 2014.8 | ppt 
32 ТЖ БИЧ 978-7-301-23294-1 49.00 | 2013.10 | 素材 
33 工程 计量 与 计价 978-7-301-26004-3 56:00 | 20161 | ppt 
34 - 程 计量 与 计价 实 训 (第 2 版 ) 978-7-301-25683-1 36.00 | 20157 
35 | 建筑 水 电 安装 工 程 计量 与 计价 (第 二 版 ) 978-7-301-26329-7 5100 | 20161 | ppt 
36_| 建筑 与 装饰 装修 工程 工程 量 清单 (第 2 版 ) 978-7-301-25753-1 36.00 | 20155 | ppt 
37 | 建筑 工 各 978-7-301-19387-7 | 叶 晓 容 24.00 
38 | 建设 项 目 978-7-301-20068-1 Ez% [3200 
39 | 钢筋 工程 978-7-301-20114-5 36.00 
40_| 混凝土 工程 消 单 编制 978-7-301-20384-2 28.00 
41 | 建筑 装饰 工程 预算 (第 2 版 ) 978-7-301-25801-9 44.00 ў 
42 | 建筑 装饰 工程 计量 与 计价 978-7-301-20055-1 42.00 | 20122 | ppt 
43 | 建设 工程 安全 监理 978-7-301-20802-1 2800 | 20127 | ppt 
44 | 建筑 工程 安全 技术 与 管理 实务 978-7-301-21187-8 48.00 | 20129 | ppt 
45 | 工程 造价 管理 (第 2 版 ) 978-7-301-28269-4 38.00 | 20175 ppv 答案 
建筑 设计 类 
1 | 中 外 建筑 史 ( 第 2 版 ) 978-7-301-23779-3 RIEF 38.00 | 2014.2 | ppt 
2 | @ 建 筑 室内 空间 历程 978-7-301-19338-9 | 张 伟 孝 53.00 | 20118 
3 | 建筑 装饰 CAD 项 目 教程 978-7-301-20950-9 | 郭 Ж 35.00 | 2013.1 | ppt/ 素 材 
4 | 建筑 设计 基础 978-7-301-25961-0 ШЕ: 42.00 | 20157 
5 | 室内 设计 基础 978-7-301-15613-1 | FBF 32.00 | 2009.8 | ppt 
6 | 建筑 装饰 材料 (第 2 版) 978-7-301-22356-7 | 焦 涛 等 | 34.00 | 20135 | ppt 
7 | 设计 构成 978-7-301-15504-2 | б 30.00 | 20098 | ppt 










































































































































































































































































序号 $o g 书 号 编著 者 定价 | 出 版 时 间 | 配套 情况 
8 | 基础 色彩 978-7-301-16072-5 ЕЗ 42.00 | 20104 
9 | 设计 色彩 978-7-301-21211-0 | 龙 黎 黎 46.00 | 20129 | ppt 
10 | 设计 素描 978-7-301-22391-8 | 司马 金 桃 | 29.00 | 2013.4 [ppt 
11 | 建筑 素描 表现 与 创意 978-7-301-15541-7_| 于 修 国 25.00 | 20098 
12 | 3ds Мах 效果 图 制作 978-7-301-22870-8 [Ж MÆ | 45.00 | 20137 | ppt 
13 | 3ds max 室内 设计 表现 方法 978-7-30117762-4 ”| 徐 海军 32.00 | 2010.9 
14 | Photoshop 效果 图 后 期 制作 978-7-301-16073-2 7 52.00 | 2011.1 | 素材 
15 | 3ds Max & V-Ray 建筑 设计 表现 案例 教程 978-7-301-25093-8 40.00 | 2014.12 | ppt 
16 978-7-301-19216-0 32.00 | 2011.8 | ppt 
17 978-7-301-20441-2 30.00 | 2012.4 
18 | 建筑 装饰 设计 978-7-301-20022-3 36.00 | 20122 | ppv 素 材 
19 | 装饰 施工 读 图 与 识 图 978-7-301-19991-6 | HWE 33.00 | 20125 | ppt 
规划 园林 类 
1 | 居住 区 景观 设计 978-7-301-20587-7_| 张 群 成 47.00 | 20125 | ppt 
2 | 居住 区 规划 设计 978-7-301-210314 [ж ж 48.00 | ppt 
3 园林 植物 识别 与 应 用 978-7-301-17485-2 潘 利 等 34.00 | ppt 
а | 园林 2 Eg 978-7-301-22364- | 潘 利 等 35,00 ppt 
5 | 网 林 景观 计算 机 辆 助 设计 978-7-301-245002 | FeS | 48.00 | 20148 | ppt 
6 | 建筑 。 因 林 。 装 饰 设计 初步 978-7-301-24575-0 金贵 38.00 | 2014.10 | ppt 
DEE # 
1 二 房地产 开发 与 经 营 (第 2 版 ) 3300 | 20139 | ppv 答案 
2 | 房地产 估价 (第 2 版 ) 35.00 UV 答案 
з | 房地产 估价 理论 与 实务 35.00 tt 答案 
4 理论 与 和 52.00 t 
5 | 房地产 测绘 29.00 П 
6 | 房地产 营销 与 策划 42.00 ppt 
7 | 房地产 分析 与 实务 tA 35.00 П 
8 | 物业 管理 实务 胡 大 见 44.00 | 2016.6 
9 | 房地产 投资 分 析 刘 永 胜 47.00 | 2016.9 П 
CENE] 
1 | 市 政工 程 施工 图 案例 图 集 43.00 3 df 
2 | 市 政工 程 计价 39.00 | 2013.3 П 
З | 市 政 桥梁 工程 42.00 | 2010.8 VEH 
4 市 政工 程 材料 37.00 | 2013.5 П 
5_| 道 桥 工程 材料 43.00 | 2012.9 П 
6 | 路 基 路 而 工程 34.00 | 20118 素材 
7 | 道路 工程 技术 33.00 | 2011.12 П 
8_ | 城市 道路 设计 与 施工 39.00 | 2013.1 П 
9 | 建筑 给 排水 工程 技术 刘 “ 芳 等 46.00 | 2014.12 tt 
10 | 建筑 给 水 排水 工程 38.00 | 20122 П 
11 | 市 政工 程 测量 ( 含 技能 训练 手册 ) 41.00 5 П 
12 978-7-301-21133-5 3000 | 20129 [рр Ж 
13 图 技术 应 用 教程 978-7-301-20334-7 36.00 | 20128 | ppt 
14 图 技术 978-7-301-22656-8 Е 36:00 | 2013.6 | ppt 
15 ЛЕЕ 赵 {Т 27.00 | 2013.6 | ppt 
16 | 水 泵 与 水 3 刘振华 40.00 | 2013.5 | ppt 
17 | 道路 工程 测量 ( 含 技能 训练 手册 ) 978-7-301-21967-6 等 | 45.00 | 2013.2 | ppt 
18 | 道路 工程 识 图 与 AutoCAD 978-7-301-26210-8 $ [3500 | 20161 | ppt 
Ж* “=й # 
1 | 桥梁 施工 与 维护 978-7-301-23834-9 50.00 | 20142 Į ppt 
2 | 铁路 轨道 施工 与 维护 978-7-301- 9 36.00 | 20141 | ppt 
з | 铁路 轨道 构造 978-7-301-23153-1 32.00 | 201310 | ppt 
4 | 城市 公共 交通 运营 管理 978-7-301-24108-0 4000 | 20145 | ppt 
5 | 城市 轨道 交通 车 站 行车 工作 978-7-301-24210-0 3100 | 20147 | ppt 
建筑 设备 类 
1 二 建筑 设备 识 图 与 施工 工艺 (第 2 版 ) (新 规范 ) | 978-7-301-25254-3 | 周 业 梅 24:00 | 201512 [рр 
2 | 建筑 施工 机 械 30.00 | 2011.10 | ppt 
3 | 智能 建筑 环境 设备 自动 化 40.00 | 2012.8 | ppt 
4 流体 力学 及 泵 与 风机 35.00 | 20151 | ppt/ 答 案 
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